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1 Esercitazione 21-10-2021

1.1 Esercizio 1

Sia V uno spazio vettoriale su K. Un sottospazio W C V si dice proprio se W # V.
Dimostrare che se K ¢ infinito allora V' # {0} non ¢ unione finita di sottospazi propri.

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su k che se Wiy, ..., Wi C V sono sottospazi
propri, allora W7 U...U W, # V.

Per k =1 abbiamo W7 # V che segue dalla definizione di sottospazio proprio.

Siaora k> 2: Se W; C (WoU...UWy) = Wi U...UW, =WaU...UWy # V per ipotesi
induttiva. Se invece W1 &€ (Wo U...UW;) = Jw € W tale che w ¢ W U ... U W,
ma W; & un sottospazio proprio = Jv € V tale che v ¢ Wj. Inoltre Vi € {2,...,k}
w ¢ W, — w # 0 (ovviamente anche v # 0). Consideriamo allora l'insieme L =
{v4+Aw € V| X € K} = v+ Span(w), ovvero il traslato della retta generata da w per il
vettore v. Consideriamo ora la funzione f : K — L che manda A — v + Aw. Tale funzione
¢ surgettiva (scelto un vettore x di L esiste sempre un A tale che f(\) = z) e iniettiva (a
A diversi sono associati vettori diversi): dunque L e K sono in bigezione e in particolare
hanno la stessa cardinalita, che ¢ infinita per ipotesi: L ¢ dunque infinito. Notiamo ora che
LN W, =0, difatti, se esistesse A € K tale per cui v + A\w = u; € Wi, allora si avrebbe che
v =u; — Aw € W che & assurdo perché avevamo scelto v ¢ W;. Facciamo invece vedere ora
che Vi € {2, ..., k}, L interseca W, in al piti un punto: se esistessero v+Ajw, v+Aw € W; con
A1 # Ag allorau = v+ Aw—v—Aow = Aqw—Aw = (A1 — Aa)w € Wy, con (A — A2 # 0), ma
cosl si avrebbe che w = ﬁu € W; il che e assurdo per come abbiamo scelto w all’inizio.
Ma quindi U'insieme L N (W7 U... U W) contiene al pitt k — 1 elementi, dunque, poiché L &
infinito , I\ € K tale che v+ Aw ¢ W7 U...UW}, , ma dato che v+ Aw € V abbiamo trovato
un elemento di V' fuori dall’unione dei sottospazi propri = V # Wy U ... U W,.

1.2 Esercizio 2

Sia f : R? — R3[t] che manda = (a+b)t3 + (2a+ b)t?> — (2b+a)t + (a — b). Dimostra

a
b
che f e lineare, poi trova Kerf e stabilisci se tale f e surgettiva o meno.

Dimostrazione. Per dimostrare che tale applicazione e lineare bisogna mostrare che e sia

c) due vettori di

additiva che omogenea. Cominciamo con 'additivita: siano allora (Z) , ( d

R?. Valutiamo f(<z> + <§))

£( (Z) + (;) ) = f( (Z i ;) ) = (atctb+d)tP+(2a+2c+b+d)t2— (2b+2d+a+c)t+(a+e—b—d)

= (a+b)t3+(2a+b)t*—(2b+a)t+(a—b)+(c+d)t>+(2c+d)t* —(2d+c)t+(c—d) = f( (Z) )+f( <§> )

Facciamo ora vedere che I'applicazione ¢ anche omogenea: sia dunque p € R e <Z> € R2.

Vogliamo far vedere che f(u (Z)) = uf( (Z) ).

fu (Z>> = f( (ZZ)) = (na + pb)t* + (2pa + ub)t* — (2ub + pa)t + (pa — ub) =



p(atb)t3+pu(2a+b)t? — p(2b+a)t4-p(a—b) = p(atb)t>*+(2a+b)t*—(2b+a)t+(a—b) = uf((Z))

Quindi abbiamo dimostrato che tale applicazione ¢ lineare, come richiesto.
Cerchiamo ora il Ker di questa applicazione lineare:

wor={(§) e 51

dove 0 ¢ il polinomio nullo (0 = 0t3 + 0t2 + 0t + 0). Ma allora, poiché I'applicazione prende

vettori e li manda in coefficienti, un elemento € R? apparterra al Ker <= tutti i

a
b

coefficienti del polinomio immagine sono nulli, cioé:

a+b =0

a 2a + b =0
e K <—

<b) erf —a—2b =0

a—2b =0

Il numero di elementi del Ker ¢ quindi uguale al numero di soluzioni di quel sistema lineare

in 2 incognite e 4 equazioni... notiamo pero che dalla prima e dall’ultima equazione ottenia-
. 0 e

mo necessariamente che a =b=0 = Kerf = { (0) } <= f ¢ iniettiva.

Studiamo ora la surgettivita. Per farlo facciamo un passaggio intermedio: chiediamoci se, ad

esempio, il polinomio ¢t € Im f. Questo succede se e solo se 3 (Z) € R? tale che f( (2)) =t.

. TR . a . .
Questo succede se e solo se i coefficienti dei polinomi I'm f( < b ) e t sono rispettivamente e

ordinatamente uguali, ovvero se il sistema

a+b =0
2a+b =0
—a—2b =1
a—b =0

ammette soluzione. Tuttavia questo sistema non ammette soluzione in quanto, come prima,
dalla prima e dalla quarta equazione otteniamo che a = b = 0 e dunque —a — 2b # 1.
Quindi ¢t ¢ Imf e f non e surgettiva. Cerchiamo di capire allora com’e fatta 'immagine di
questa applicazione: cerchiamo cio¢ di capire come devono essere fatti i polinomi di Rst]
affinché essi possano appartenere all'immagine di f. Prendiamo allora un elemento di Rs|t]
e scriviamolo come segue: siano ag, a1, a2, a3 € R e sia azt® + ast? + a1t +ag € Rs [t]. Questo
polinomio appartiene a Imf <= il seguente sistema

a+b = as
2a + b = ay
—a—2b =a;
a—2b = ap

ammette soluzione. Dalla prima e dalla quarta equazione si ottiene 2a = ag + ag e

2b = a3z —ag, quindi sostituendo nelle altre due equazioni otteniamo che il sistema ¢ risolubile
> a3 +ao+ BFL = ay e —(az — ap) — “E% = q;. Quindi, la scelta di ag e di a3 &
arbitraria, mentre a; e as non sono casuali, anzi, dipendono direttamente dagli altri due.
Svolgendo i calcoli, scriviamo allora I'insieme immagine come segue:

3 3 1 1
Imf = {as(t’ + 5152 - it) —|—ao(§t2 + §t—|— 1) | a3, a0 € R}

detti 3 + %t2 — %t =gqe %tz + %t + 1 = p, si ha che Imf = Span(p,q). Lo stesso

ragionamento avremmo potuto farlo anch con la formula iniziale: sapendo che f ((Z ) =
a®+2t2 =t + 1)+ b3 +12 -2t — 1) dettivo =3+ 21> —t + lew =3+t — 2t — 1 (essi
sono linearmente indipendenti in quanto avevamo gia trovato in precedenza il nucleo) si ha
che Imf = Span(v,w).



Questo ci dimostra che abbiamo trovato due modi diversi per costruire lo stesso sottospazio:
in realta ce ne sono piu di due, per la precisione infiniti! Basta infatti scegliere un polinomio
p di R3[t] non nullo e prenderne un altro non appartenente a Span(p).

1.3 Esercizio 3

Sia f = valy : K[t] — K, con a € K, che associa p — p(«a) Papplicazione ”valutazione in
«”. Si dimostri che tale applicazione & lineare, studiarne poi la surgettivita, e I'iniettivita.

Dimostrazione. Cominciamo dimostrando che I'applicazione ¢ lineare: mostriamo dunque
sia I’additivita che I’omogeneita.
Additivita: Siano p e ¢ due polinomi di K[¢], allora

flp+q) =vala(p+q) = (p+ q)(a) = pla) + q(a) = vala(p) +vala(q) = f(p) + f(q)

Omogeneita: Siano p € K[t] e p € K, allora

f(up) = vala(pp) = (pp) (@) = pp(a) = pvala(p) = pf(p)

Dunque P'applicazione ¢ lineare, come volevasi dimostrare.

Scoperto che ¢é lineare, studiamo tutte le sue proprieta: chi ¢ Imf? Chi e Kerf? Comin-
ciamo studiando la sua immagine: si nota subito che val, € un’applicazione surgettiva, in
quanto Vw € K il polinomio costante p(t) = w € KJ[t] valutato in o d& come output w.
Quindi I'm(valy) = K.

Vediamo invece come ¢ fatto il suo nucleo: per definizione Kerf = {p € K[t] | p(e) = 0},
ma se p(a) = 0 allora per il teorema di Ruffini (t — a)|p(t), ovvero:

Kerf ={p€K[t] | (t—a)|p(t)}, che per definizione & (t — &), ovvero I'ideale generato da
t — a. Ovviamente questo c¢i mostra che val, non € un’applicazione iniettiva.

1.4 Esercizio 4

Sia T : M(m,n,K) — M(n, m, K) I’applicazione che manda una matrice A di taglia m x n
nella sua trasposta A" di taglia n x m, dove si ricorda che se A = {a; }ic(1,..m},je{1,....n}-
allora AT = {aji}jeqr,...,n}ief1,...,m}- Si dimostri che tale applicazione ¢ un isomorfismo di

spazi vettoriali.

Dimostrazione. Poiché si e gia dimostrato a lezione che tale applicazione ¢ lineare, ci resta da
dimostrare che ¢ bigettiva. Per farlo mostriamo che la trasposta ¢ un’involuzione, ovvero &
un’applicazione che ha la proprieta di essere l'inversa di sé stessa (una volta mostrato questo
infatti, avremo esplicitato la funzione inversa di T, facendo vedere che I’applicazione & bi-
gettiva). Studiamo allora il comportamento di (A7) T, quando A = {asjYicqr,...my.jeqt,..n
applicando la definizione di trasposta:

(AN = (azitjeq, .npieti,my) | = {aijticqt,omtjeftny = A

Visto che abbiamo esplicitato I'inversa di ', si & dimostrato che tale applicazione lineare &
bigettiva, e che dunque ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.
Se dunque " : M (n,K) — M(n,K), essa appartiene a GL(M (n,K)).

Definiamo ora due sottospazi importantissimi che dipendono dal concetto di trasposta:
Vinsieme S, = 27 ja,, 0 = {A € M(n,K) ’ AT = A} = Ker(T—idM(n’K)) detto sot-
tospazio delle matrici simmetriche (che & U'insieme delle matrici uguali alla loro trasposta)
e linsieme A, = Z7 g, . = {A e M(nK)| AT = —A} = Ker(T+idy(nx)) det-
to sottospazio delle matrici antisimmetriche (ovvero le matrici uguali all’opposta della loro
trasposta). (Si ricorda che l'insieme Z;,, dove f e g sono applicazioni lineari definite
sullo stesso spazio vettoriale V, & definito da Z;, = {v € V | f(v) = g(v)}, ed & un
sottospazio vettoriale di V). Compare, in queste due definizioni, un insieme particolare,
che merita di essere rinominato: sia allora f : V — V| sia A € K, chiamiamo 'insieme
Zixidy ={v €V | f(v) = A} = Ker(f—Xidy) autospazio di f relativo a X e gli assegniamo
il simbolo Vi (f).



1.5 Esercizio 5

Dimostra chese f:V — W eg: W — Z allorago f =0<«= Imf C Kerg.

Dimostrazione. Dimostriamo le due frecce separatamente:

(=) sia w € Imf, allora Jv € V tale per cui w = f(v). Valutiamo ora g(w): g(w) =
9(f(v)) =(go f)(v) =0(v) =0 = w € Kerg.

(<) Sia v € V, allora (g o f)(v) = g(f(v)) = 0 in quanto per ipotesi Imf C Kerg e
f(v) € Imf. Poiché questo vale Vv € V, go f = 0.



2 Esercitazione 26-10-2021

2.1 Esercizio 1

Siano V' e W due K-spazi vettoriali e sia U C V un sottospazio di V. Siainoltre f : V — W
un’applicazione lineare.

i) Dare condizioni necessarie e sufficienti affinché esista h : V/u — W lineare tale che il
diagramma seguente sia commutativo.

v L ow

LA

V/U

i1) Nei casi in cui h esiste, determinare Kerh e Imh.
ii1) Mostrare che se U = Ker f, allora h da un isomorfismo tra V/u e Imf.

Dimostrazione. i) Se il diagramma di sopra commuta, allora necessariamente si deve ave-
re che honm = f. Facciamo uno studio preliminare su Imf e Kerf: Imf = Im(h o)
che per quanto visto a lezione & contenuto in Imh (ovvero Imf = Im(h ow) C Imh),
mentre Kerf = Ker(h o) che, per quanto visto a lezione, contiene Kerm = U, ovvero
Kerf = Ker(honw) D Kern = U (Ricorda che: data m : V. — V/uU proiezione al quoziente,
il nucleo di questa applicazione & sempre U).

Una condizione necessaria affinché il diagramma commuti € dunque che U C Kerf. Ci chie-
diamo se questa condizione sia anche sufficiente: poiché dobbiamo dimostrare ’esistenza di
tale h, 'unico modo per farlo & mostrare esplicitamente un esempio di questa applicazione...
se ci riusciamo, allora abbiamo dimostrato che la condizione ¢ anche sufficiente! Cerchiamo
allora, sapendo che U C Kerf, una h che funzioni.

Sia allora h : V/u — W, siav € V e sia [v] € V/u la classe d’equivalenza di v su U.
Dove puo andare [v] tramite h? Poiché il diagramma commuta ci sono poche alternative:
h([v]) = h(mw(v)) = (hom)(v) = f(v). Definiamo allora h([v]) = f(v): affinché funzioni
dobbiamo mostrare che tale applicazione € ben definita e lineare.

Buona definizione: sia v’ € V tale che [v] = [v']: voglio far vedere che allora h([v]) = h([v]).
Notiamo che [v] = [v'] significa che v — v' € U, ovvero che Ju € U tale che v/ = v + w.
Valutiamo allora h([v']):

h([o']) = f(0) = f(v+u) = f(v) + f(u) = f(v) = h([v])

dove il passaggio f(v) + f(u) = f(v) & giustificato dal fatto che per I'ipotesi fatta all’inizio
UcC Kerf,equindi Vu € U, f(U) = 0. Abbiamo cosi dimostrato che cambiando rappresen-
tante della stessa classe di equivalenza, la h assume lo stesso valore, ovvero che essa ¢ ben
definita.

Linearita: In questo caso dobbiamo dimostrare sia I'additivita che 'omogeneita.
Additivita: Siano vq,ve € V e siano [v1], [v2] € V/U le loro classi d’equivalenza, allora:

h([v1] + [v2]) = A([or +va]) = f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2) = h([v1]) + R([va])

Omogeneita: Siano p € K, v € V e sia [v] € V/u la sua classe d’equivalenza, allora:

h(p[v]) = h([pv]) = f(pv) = pf(v) = ph(lv])

Dunque tale applicazione ¢ ben definita e lineare, e la condizione U C Kerf risulta essere
anche sufficiente.

Dimostrazione. ii) Poiché abbiamo dimostrato al punto 4) che la h esiste in un solo caso,
ovvero quello per cui U C Kerf, e per di piu se esiste allora ce n’e una sola, ci limitiamo
a studiare Kerh e Imh relativi all’'unica applicazione esistente. Cominciamo studiando
I'immagine:

Imh = h(V/v) = h(x(V)) = (hom)(V) = F(V) = Imf



quindi, 'immagine della h & uguale all'immagine della f: in particolare, se la f & surgettiva,
allora anche la h & surgettiva.
Vediamo invece ora come si comporta il nucleo:

Kerh ={[v] € V/u | h([v]) =0} ={n(v) e V/u | f(v) =0} = {w(v) € V/u |v € Kerf} = n(Kerf)

In particolare h & iniettiva <= Kerh = {[0]} <= n(Kerf)={[0]} < Kerf CU. Ma
avevamo visto in precedenza che la condizione necessaria affinché la h esistesse, fosse che
U C Kerf, dunque abbiamo una doppia inclusione e quindi un’uguaglianza: h & iniettiva
<~ Kerf=U.

Questo ci dimostra anche il punto i), in quanto se U = Kerf allora h & iniettiva e h :
V/u — Imf & surgettiva poiché si & visto che Imf = Imh = h & un’applicazione lineare
bigettiva e dunque & un isomorfismo.

2.2 Esercizio 2

Sia tr : M(m,n,K) — K D'applicazione traccia, che prende in input una matrice e rende
in output la somma degli elementi sulla diagonale, ovvero se A € M(m,n,K), tr(4) =
km:lg{m’"} agk. Per i = 1,...,min{m,n} sia E; € M(m,n,K) la matrice con tutti gli

elementi nulli eccetto quello di posto (4,4) che vale 1, ovvero:

011 012 . . 0177,
021 022 . . Ogn
Eii B Ozl 1ii Ozn
Om1i Om2 oo oo Omn

Mostrare che M (m,n,K) = Ker(tr) ® Span(E;;).

Dimostrazione. In generale, per dimostrare che uno spazio vettoriale ¢ uguale alla somma
diretta di due sottospazi, bisogna far vedere due cose:

1) che i due sottospazi sono effettivamente in somma diretta, ovvero che la loro intersezione
e {0}

2) che sussiste una doppia inclusione tra la somma dei sottospazi e lo spazio vettoriale.
Mostriamo dunque queste due proprieta nel caso di sopra.

Cominciamo facendo vedere che Span(FE;;) N Ker(tr) = {0}. Sia allora A € Span(E;) N
Ker(tr): poiché A € Span(FE;;), 3 X € K tale per cui A = AE;;, ma nello stesso momento,
poiché A € Ker(tr), si ha che tr(A) = tr(AE;) = 0, ma per quanto visto in classe la traccia
¢ un’applicazione lineare, quindi & in particolare omogenea: tr(AE;) = Atr(E;) =0 =
A =0, dove il passaggio & giustificato dal fatto che ¢tr(E;;) = 1 e K & un campo (quindi in esso
vale la legge di annullamento del prodotto). Quindi A =0 = Span(E;) N Ker(tr) = {0}.

Facciamo ora vedere che M(m,n,K) C Ker(tr) + Span(E;;) e M(m,n,K) D Ker(tr) +
Span(Ey;) (ovvero che ¢’¢ una doppia inclusione):

- C: Sia A € M(m,n,K), ci chiediamo se esistono A € K e B € Ker(tr) tali per cui
A = B + M\E;;. Notiamo innanzitutto che se tali A e B esistono, essi sono unici, infatti
tr(A) =tr(B) + AE;; = tr(B) + Atr(E;;) = 0+ A = A: 'unico A che puo funzionare & tr(A)
e conseguentemente c’€¢ un solo B possibile in quanto B = A — AE;;. Tentiamo allora di
scrivere A come somma di una matrice a traccia nulla e di una matrice in Span(E;;): con
un piccolo *magheggio* otteniamo

A= (A= (tr(A)Eq)) + tr(A) By

e tr(A)Ey; € Span(E;;) in quanto tr(A) € K; se riusciamo a dimostrare che A — (tr(A)Ey;)
ha traccia nulla abbiamo vinto. Per farlo, applichiamo la traccia alla matrice A— (tr(A)E;;):

tr(A— (tr(A)Ey)) =tr(A) —tr(tr(A)Ey) = tr(A) —tr(A)tr(Ey;) =tr(A) —tr(4) =0
Ma allora A —tr(A)E; € Ker(tr) = A € Ker(tr) + Span(Ey;).



- D : ovvio, in quanto sia Ker(tr) che Span(E;;) sono sottospazi di M(m,n,K) e per
definizione di somma tra sottospazi Ker(tr) 4+ Span(Ey;) = Span(Ker(tr) U Span(E;;)) C
M (m,n,K) poiché 'unione finita di sottospazi & un sottospazio e lo Span di un sottospazio
¢ un sottospazio.

2.3 Esercizio 3

Dati o € K e py € K[¢] tali per cui po(a) # 0, mostrare che K[t] = (t — ) ® Span(po), dove
con (t — a) indichiamo l'ideale generato dal polinomio ¢ — a.

Dimostrazione. Per dimostrare questo enunciato ¢ indispensabile avere in mente quanto gia
visto nell’esercizio 3 dell’esercitazione scorsa: ricordiamoci che se con val, : K[t] — K indi-
chiamo 'applicazione ”valutazione in «”, il nucleo di tale applicazione &: Ker(valy,) = (t—a).
Come prima dobbiamo mostrare due cose: che l'intersezione ¢ banale e che sussiste una dop-
pia inclusione.

Sia allora p € (t — «) N Span(pg): dato che p € Span(pg), IA € K tale che p = Apy, ma
visto che tale p appartiene anche a (t — «), 3 ¢ € K[t] tale che p(t) = (t — «)q(t), e sosti-
tuendo di sopra: Apg(t) = (t — a)q(t). Applichiamo val,, a entrambi i membri e otteniamo:
vale(Apo(t)) = valy ((t — a)q(t)) = App(a) = (o — a@)g(a) = 0, ma dato che per ipotesi
po(a) # 0, si ha che A = 0 e che dunque 'unico polinomio nell’intersezione ¢ il polinomio
nullo: i due sottospazi sono cosi in somma diretta.

Mostriamo ora la doppia inclusione:

- C : Sia p € K[t], ci chiediamo se esistono A € K e ¢ € (t — «) tali per cui p = ¢ + App.
Notiamo innanzitutto che se tali A e ¢ esistono allora sono unici, in quanto applicando
val, a entrambi i membri otteniamo: wval,(p) = valy(q + Apo) = valy(q) + vals(Apy) =
vala(q) + Maly(po) = 0+ Avaly(po) = Avala(po), dove il passaggio val,(¢) = 0 & giustifica-

to dal fatto che q € (t—a) = Ker(valy), e poiché pg & un polinomio fissato la cui valutazione

vala(p) .

in a ¢ diversa da zero si ha che A = ;
valq (po)

q =P — Apo
Tentiamo allora di scrivere p come somma di un polinomio che si annulla in « e di un
polinomio in Span(pg). Con un piccolo *magheggio* otteniamo:

conseguentemente a cio anche ¢ € unico poiché

p=(p— valy (p) )+ valy(p)

0 0
valy(po) vala(po)
che ¢ legale in quanto val,(po) # 0. Notiamo ora che Ulflt’(ﬁ)) po € Span(pp), in quanto

valey valey, . .
71”1[&((;2) €K e chep— mla((;l))po € Ker(val,), infatti:
~ vala(p)

vala(po)

Siamo dunque riusciti a scrivere p come somma di un elemento di Ker(val,) = (t — «) e di
un elemento di Span(py) = K[t] C (t — «) + Span(po).

vala(p po) = vale(p)—vala(

- D : ovvio per quanto visto nell’esercizio precedente.

2.4 Esercizio 4: caso generale degli esercizi 2 e 3

Sia f : V — K un’applicazione lineare e sia vy € V tale che f(vg) # 0. Dimostra che
V = Kerf @ Span(vg).

Dimostrazione. Cominciamo osservando una cosa importante: dato che f(vg) # 0, f non
e lapplicazione nulla. Come & fatta Imf? Sappiamo che I'immagine & un sottospazio vet-
toriale dello spazio di arrivo, ma nel nostro caso lo spazio d’arrivo ¢ un campo: gli unici
sottospazi di un campo K sono {0} e K stesso (lo si pud dimostrare in molti modi, il pri-
mo vedendo che se esiste un elemento v € U C K diverso da 0 allora esistono tutti i suoi
multipli, ma essendo K un campo, esso e chiuso per prodotto interno e ogni elemento di
K lo si puo esprimere come prodotto tra w e un altro elemento di K; un altro modo, piu
semplice, prevede la conoscenza del concetto di dimensione, che verra affrontato piu avanti:
ogni campo € uno spazio vettoriale di dimensione 1 su sé stesso e ogni sottospazio di uno
spazio vettoriale ha dimensione minore o uguale alla dimensione dello spazio: le possibili



dimensioni sono 0 o 1, quindi i possibili sottospazi sono {0}, che & I'unico sottospazio di
dimensione 0 (in realtd & pin in generale 'unico spazio di dimensione 0), o K stesso, che &
l'unico sottospazio di K di dimensione 1). Dunque, poiché f(vg) # 0, si ha che Imf # {0}
e dunque necessariamente I'mf = K, ovvero la nostra applicazione e surgettiva.

Mostriamo innanzitutto che Kerf e Span(vp) sono in somma diretta. Come prima: sia
v € Kerf N Span(vy). Allora 3X € K tale per cui v = Avy (poiché v € Span(vg)) e
0= f(v) = f(Avg) = Af(vo) (poiché v € Kerf): da quest’ultima otteniamo A = 0, dato
che per ipotesi f(vg) # 0 e K & un campo, quindi in esso vale la legge di annullamento del
prodotto. Ma allora v = Avg = 0-vg = 0 = Kerf N Span(vy) = {0}.

Mostriamo ora invece che sussiste una doppia inclusione:

- C: Siaw € V. Ci chiediamo se & possibile scrivere v come un elemento di Ker f+ Span(v),
ovvero se esistono w € Kerf e A € K tali che v = w 4+ Avg. Notiamo che se tali w e A esi-
stono, allora essi sono unici, infatti: f(v) = f(w+ Avg) = f(w) + f(Avg) = f(w) + Af(vo) =
0+ Af(vg) = Af(vg), dove il passaggio f(w) = 0 & giustificato dal fatto che w € Kerf, e
poiché vy & un vettore fissato tale per cui f(vg) # 0 si ha che A\ = ]{((;0)); conseguentemente
a cio anche w € unico in quanto w = v — Avg.

Tentiamo allora di scrivere v come somma di un elemento di Kerf e di un elemento di
Span(vg). Con un piccolo *magheggio* abbiamo:

fv)

v=(v— vo) +

f(vo)

f(v)
f(vo) ‘

che & legale in quanto f(vg) # 0. Notiamo ora che f((:())) v € Span(vg), in quanto ]f(gj?) eK

e che v — ]{((12)) vg € Kerf, infatti:

= v)— Vo) = v)— f(v) = v)— v) =
Fooy ™ = F0) = F o) = Fl0) = S = 1(0) = £0) =0

Siamo dunque riusciti a scrivere v come somma di un elemento di Kerf e di un elemento di
Span(vg) = V C Kerf + Span(vp).

- D ovvio per quanto visto negli esercizi precedenti.

Con questo esercizio, che & poi fondamentalmente una proposizione, si puo dimostrare ad
esempio, tramite I’applicazione trasposta (che & lineare) T : M (n,K) — M (m,K), A~ AT,
che se K & un campo con charK # 2, allora M (n,K) = S,, & A, dove con A,, indichiamo
I'insieme delle matrici antisimmetriche e con .5, I'insieme delle matrici simmetriche. In breve
e poco formalmente: se A € S, N A, allora A=A"T = —A dacui 24 =0= A = 0. Inol-
tre, poiché I’applicazione trasposta & un’involuzione, si ha che (A+AT)T = AT +(AT)T =
AT + A ovvero A+ AT € S, eche (A— AT = AT —(AT)T = AT —A=—-(A-AT),
ovvero A — AT € A,,. Posso allora scrivere una qualsiasi matrice A € M (n,K) come segue:

A= %(A+AT)+%(A—AT)

ovvero posso scrivere una qualunque matrice quadrata come somma tra una matrice sim-
metrica e una antisimmetrica.

2.5 Esercizio 5

Sia f : V — V un’applicazione lineare tale che f? = idy. Sia ora V) (f) l'autospazio di f
relativo a A (definito nell’esercizio 4 dell’esercitazione del 21-10). Dimostra che se charK # 2
allora V =Vi(f) e V_1(f) .

Dimostrazione. Dimostriamo in primis che l'intersezione dei due autospazi ¢ {0}: sia al-
lora v € Vi(f) N V_1(f). Poiché v € Vi(f) = Ker(f — idy) si ha che (f — idy)(v) =
0 = fv)—idyv(w) =0 <= fw)—v=0 < f(v)=v (Vi(f) & detto in-
fatti insieme dei punti fissi), ma anche v € V_y(f) = Ker(f + idy), che implica che
f(v) = —v (In generale v € VA(f) <= f(v) = Av). Combinando le due, si ha che



v=f(v) = —v=2v=0= v =0 in quanto 2 # 0 per ipotesi e K & un campo (dove vale
la legge di annullamento del prodotto). Fatto cido mostriamo la doppia inclusione:

- D : ovvio per quanto visto (ormai troppe volte XD).

- C : Mostriamo che dato v € V, lo possiamo sempre scrivere come somma di un elemento
di Vi(f) e di un elemento di V_;(f). Con un *magheggio* si ottiene:

1 1
v= §(v+f(v))+§(v—f(v))

che ¢ effettivamente una somma tra elementi di Vi(f) e V_1(f), infatti:

flo+f@)) = f)+f(f(v)) = flv) +v

che ¢ la caratterizzazione fatta all’inizio di Vi(f) (il passaggio f(f(v)) = v ¢ giustificato
dall’ipotesi iniziale per cui f2 = idy) e

flo=f@)) = f(v) = f(f(v)) = f(v) =v==(v—=f(v))

che ¢ la caratterizzazione fatta all’inizio di V_;(f). Siamo cosi riusciti a scrivere v come
somma di elementi di Vi(f) e V_1(f) = V C Vi(f) + Vo1 (f).

2.6 Esercizio 6

Sia f : V — V un’applicazione lineare tale che f? = f (un esempio di famiglia di ap-
plicazioni che soddisfa questa richiesta sono le proiezioni). Dimostra che V = V4(f) &

Vi(f)-

Dimostrazione. Cerchiamo di capire chi sono quei due autospazi: Vo(f) ={v eV | f(v) =
0} = Kerf. Tentare di capire chi & invece V1(f) & un po’ pilt complicato, ma ci arriveremo
alla fine dell’esercizio.

Mostriamo come sempre per prima cosa che la somma ¢ diretta, ovvero che l'intersezio-
ne ¢ banale: sia allora v € Vo(f) N Vi(f), poiché v € Vo(f) si ha che f(v) = 0, e poiché
v € Vi(f) siha che f(v) = v, maallorav = f(v) =0 = v =0, ovvero Vo(f)NVi(f) = {0}
e quindi la somma ¢ diretta.

Per quanto riguarda la doppia inclusione:
- D : Ovvio per quanto gia visto

- C: Sia v € V: tentiamo di scrivere v come somma tra un elemento di Vo(f) e di un
elemento di Vi(f), ovvero come un elemento di Vo(f) + V1 (f). Naturalmente si ha che

v=v—f()+ f(v)

Facciamo vedere che v — f(v) € Kerf: applicando f otteniamo:

flo=f) = f(v) = F(f(v)) = f(v) = f(v) =0

dove il passaggio f(f(v)) = f(v) & giustificato dal fatto che f2 = f per ipotesi. Ovviamente
f(v) € Vi(f) in quanto f(f(v)) = f(v) per ipotesi, che & la caratterizzazione dell’autospazio
Vi(f). Ma c’& da notare che Vo € V', f(v) € Imf da cui si ottiene che Imf C Vi(f), mi
chiedo allora se sia vera anche 'altra inclusione: lo & in quanto Vi(f) ={v eV |v = f(v)}
¢ un sottoinsieme dell'immagine! Abbiamo cosi dimostrato, tramite una doppia inclusione
che Vi(f) = Imf (rivedere l'inizio della dimostrazione per completezza) =—>Siamo giunti
alla conclusione che V = Kerf @ Imf.

2.7 Esercizio 7

Sia f : V — V una proiezione (un’applicazione lineare tale per cui f? = f). Dimostra che:
i) g = idy — f & una proiezione

ii) Kerg =Imf

iit) Img = Ker f



Dimostrazione. i) Per far vedere che g € una proiezione definiamo prima g su un qualsiasi
vettore di V e poi definiamo g2. Sia v € V, allora g(v) = (idy — f)(v) = idy (v) — f(v) =
o= () e g2(v) = g(g(v)) = glv—f(v)) = (idy — f)(v—f(v)) = idy (0— f(v))— F(v— f(0)) =
v—fv) = f(v) + f(f(v)) = v— f(v) = f(v) + f(v) = v — f(v) = g(v) dove il passaggio
f(f(v)) = f(v) ¢ giustificato dal fatto che f? = f per ipotesi. Siamo dunque arrivati alla
conclusione voluta: ¢ = ¢2.

Dimostrazione. it) Definiamo formalmente Kerg:
Kerg = Ker(idy — f) ={veV |gv)=v—flv)=0} ={veV| f(v)=v}

Notiamo che tale insieme & V;(f) che, per quanto visto nell’esercizio precedente, & uguale a
Imf (perché su f valgono le stesse ipotesi dell’esercizio 6) e quindi Kerg = I'mf.

Dimostrazione. iii) Mostriamo che i due sottospazi sono uguali tramite una doppia inclu-
sione:

- D : Sia v € Kerf, allora naturalmente f(v) = 0. Applichiamo g a tale v e vediamo cosa
succede: g(v) = v— f(v) = v e dunque si ha che v € I'mg poiché v &€ immagine tramite g di sé
stesso = Kerf C I'mg (notare che v & un punto fisso di g, quindi si ha che Kerf C V;(g)
e poiché g & una proiezione, per quanto visto nell’esercizio 6, si ha che Vi(g) = I'mg).

- C : Sia w € Img, cio significa che 3 v € V tale che g(v) = w. Voglio dimostrare che
w € Kerf. Applichiamo allora f a w e vediamo cosa succede:

fw) = fg(v) = flv=fv) = flv) = f(f(v)) = f(v) = f(v) =0

Dunque w € Kerf = Img C Kerf, e per doppia inclusione Img = Kerf.
2.8 Esercizio 8

x
. L . . 2y —
Sia g : R®> — R? un’applicazione lineare che manda il vettore |y | <2‘Z +_ yy— 2ZZ>.
z

Determina la matrice A associata a tale g (cioé la matrice tale per cui La = g).

Dimostrazione. Per determinare la matrice associata a un’applicazione lineare, in generale,
devo riuscire a scrivere il vettore d’arrivo come combinazione lineare di alcuni vettori tale
per cui i coefficienti della combinazione lineare devono essere x, y, z. In questo caso specifico,
x+2y—=z
20 —y — 2z
vediamo subito che

) come combinazione lineare di x,y, z € abbastanza semplice, infatti

() =) o (3) -+ (5)

Ora: i vettori (;), < 2 >, (:;) rappresentano le colonne della matrice A associata a g,

-1
1 2 -1
2 -1 =2

dunque A é fatta come segue:

Per verificare che in effetti la matrice associata a g sia proprio la A di sopra applichiamo
x

a un generico vettore [y | € R? la matrice A (tramite Papplicazione L4 : R® —s R? che
z

associa al vettore v € R? il prodotto A - v):

(-2 D) W)= ()

che ci mostra che la matrice A & proprio la matrice associata a g.

scrivere (
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3 Esercitazione 29-10-2021

3.1 Esercizio 1

Sia g : R — R? I'applicazione lineare vista nell’esercizio 8 della scorsa esercitazione, che

x
manda il vettore |y | — <2‘th2yy—_222

). Studiare la surgettivita e I'iniettivita di questa
z

applicazione.

Svolgimento: Studiare la surgettivita di un’applicazione lineare significa studiarne I'imma-
gine. Consideriamo I'mg: per quanto visto a lezione, se g & un’applicazione lineare e A ¢ la
matrice associata a g allora Img = ImA che per definizione & Span(A!|...| A™), dove con
A* indico la colonna i-esima di A, con i € {1,...,n}. Sappiamo che le colonne di A sono i 3

(1 2 -1 s
vettori <2) , <_1> , (_2) € R?, quindi si ha che
1 2 -1
Img=1ImA = Span(<2> , <_1> , (_2>)
. . -1 1 2 -1 1 2
Notiamo tuttavia che <2> =— (2> +0 (1>, OVVero (2> € Span( (2) , (1)) Ot-

teniamo che 'immagine si riduce a Span( 1 ). Chiedersi allora se I'applicazione &

1

2 )
. . . . 1 2 9 . (1 2

surgettiva equivale a chiedersi se Span( N ) = R#, ovvero se i vettori N

generano R2. Per farlo notiamo che possiamo scrivere R? come Span(er,es) (sappiamo che

1 (2), _ e
2)” —1>)_R

e1, e generano R? perché visto in classe). Dimostrare allora che Span(
. 1 2 R . N
o dimostrare che Span( o)\ ) = Span(ey,ez) ¢ la stessa cosa (ma conviene di pin!).

Mostriamo allora che sussiste una doppia inclusione: per farlo dobbiamo utilizzare un fatto
noto dalla teoria, ovvero che se X C V allora Span(X) C V (e in particolare ¢ un suo
sottospazio). Dimostriamo dunque questa doppia inclusione:

- C : ovvio in quanto { <;) , ( 2 ) } C R? e per quanto abbiamo detto poco fa segue

~1
che Span(@> : (_21)) C R2.

- D : Dobbiamo verificare se e; e es appartengono o meno a Span((%) , (_21>), ovve-

. o .o (1 2 . .
ro se esistono due combinazioni lineari di (2> , (_1> uguali rispettivamente a e; e a es.

Con semplici calcoli algebrici otteniamo che

-3
(-4~

Quindi sussiste una doppia inclusione, il che dimostra che la g & surgettiva.
(N.B. Con il concetto di base tutto questo non sarebbe stato necessario, tuttavia questo argo-
mento non ¢ ancora stato affrontato a lezione, quindi mi sono attenuto a quanto fatto finora).

Studiare invece l'iniettivita di un’applicazione lineare significa studiarne il nucleo. Per
quanto visto a lezione, se g & un’applicazione lineare e A la matrice associata a g, allo-

T T 0 T T 0
raKergzKerA:{ yl eRlg({y])=10 }:{ yl eR3|A-[y] =10 }
z z 0 z z 0
x
Trovare i vettori | y | € R? che appartengono a Kerg significa determinare gli z,y,z € R
z

11



che risolvono il seguente sistema:

r+2y—z =0
20 —y—2z =0

Il sistema di sopra si risolve <= x = z e y = 0. Cio significa che i vettori della forma
x

0 | con z € R sono tutti e soli i vettori appartenenti a Kerg. Notiamo pero che, poiché
x
T 1 1
x ¢ libero di variare su tutto R, [ 0] = 2| 0] = Span(|0]), quindi si conclude che
x 1 1

1
Kerg = Span(| 0 ]) e dunque la g non ¢ iniettiva.
1

3.2 Esercizio 2

2
Sia f : R? — R?2 un’applicazione lineare. Sappiamo che f((1>) = |3] eche f((})) =
1

2
1|. Determinare f( (;) ), quindi studiare Imf e Kerf.
1

Soluzione: In questo particolare esercizio viene richiesto esplicitamente di trovare I'imma-
gine di un certo vettore tramite omomorfismo conoscendone altre due. L’idea per risolvere

questi tipi di esercizi ¢ sempre la stessa: tentare di scrivere il vettore <3 come combina-

1
vettori generano R?. Facciamo come nell’esercizio 1: verifichiamo se sussiste una doppia

zione lineare di (;) e (1> Procediamo come segue: chiediamoci prima di tutto se i due

inclusione tra Span( ) e Span(e1, e2). Per farlo notiamo che Iinclusione C ¢ ovvia

1 1
2)7\1
. 1\ /1 ) . 1\ /1 ) , . . .
in quanto { NEE } C R? e quindi Span( N ) C R?, mentre P'altra inclusione si
ha in quanto
(Y (1 49 1
7o) 72 1
_(0Y _ (1} (1
“2=\1) " \2 1
1 1 1 1
e dunque eg,eq € Span((2> , (1)) = Span(er,es) C Span( <2> , (1>)
Ora che abbiamo verificato che i due vettori generano R?, scriviamo il nostro vettore :23
1
1

(5)=()-6)

Da qui allora & facile determinare f( (g) ):

. . (1 . .
come combinazione lineare di (2> e ( ) In particolare si ha che

2 2 4
2 1 1 1 1
(3 =r(3) + () =r(a )+ )=(3)+ (1] = (4
1 1 2
Potevamo ottenere lo stesso risultato passando per una combinazione lineare differente:

quella di ey, es: infatti, poiché e; = (é) = — (;) + 2 (1) e ey = (?) = (;) — (1)
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abbiamo che f(er) = f(— G)m G)):—f((;))uf((})):— %) 2 i - (-

st = (3) - ()= 1) (= (1) - (1) = (2) o s

(g) = 2e1 + 3eq, si ha

9 2 0 4
F(5)) = 7t2er + 3e0) =21t + 37(en) =2 [ <1] 43 (2] = (4
1 0 2

concordemente a quanto trovato prima.

Ma perché abbiamo voluto allungare cosi tanto il problema? Perché in generale studiare
un’applicazione lineare da K" in K™ sull’insieme di generatori {eq, ..., e,} & piu facile e pit
conveniente che studiare la stessa applicazione su un altro insieme di generatori. In parti-
colare questo risultera piu chiaro una volta affrontato il concetto di matrice di cambio di
base... Per ora rimaniamo sul semplice e continuiamo il nostro studio tramite ey, es.

Vogliamo studiare la surgettivita dell’applicazione di sopra: sappiamo dalla teoria che se
f : R? — R? allora la matrice associata a f & una matrice 3 x 2 che ha per colonne le
immagini di f su ey, ez, che abbiamo gia trovato prima. Quindi, se chiamiamo M la matrice
associata a f, avremo che:

2 0
Mf =1-1 2
1 0
Accertiamoci che funzioni: se (f;) € R? allora (w) = ze; + yes, da cui otteniamo che

Y

. 2 0

f((y)) = f(xer +yes) = xf(er) + yf(e2a) = x| =1 | +y | 2| che & effettivamente il
1 0

prodotto tra My e

Chiedersi chi sia I'immagine di f ¢ come chiedersi chi sia I'immagine di My, ovvero chi

2 0
sia Span(Mf|M37): studiamo allora Span(| —1], (2 |). Non & difficile notare che i due
1 0
2 0 0
vettori sono linearmente indipendenti, difatti se a, 3 € Ralloraa | -1 | +4|2] =10
1 0 0

se e solo se @ = B = 0. Quindi il loro Span ¢ un piano dentro R® (che & un sottospazio
proprio di R3®) = la f non & dunque surgettiva (per mostrarlo direttamente invece ba-

2 0
sta dare un esempio di un vettore di R? che non appartiene a Span(| —1|,|2])... con
1 0
2 2 0
semplici passaggi algebrici vediamo che per esempio il vettore | 3 | ¢ Span(| —=11],12])).
2 1 0
Studiare invece l'iniettivita significa studiare il nucleo dell’applicazione, ovvero il nucleo
della matrice: per farlo dobbiamo determinare le soluzioni di My - Z = 0, ovvero del

seguente sistema:

2x =0
—x+2y =0
T =0

L’unica soluzione possibile del sistema di sopra e il vettore (8) = Kerf = { (8) }

<= f ¢ iniettiva.
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P.S.: Non abbiamo direttamente definito chi & 'immagine di f, ci siamo limitati a studiarne

x
la surgettivita. Se volessimo descrivere chi ¢ I'mf faremmo come segue: sia |y | € R3,
z
x 2 0 2 0 x
y| €Span(| -1]|,12]) & Ja,beRtalichea | —-1|+b[2] = [y | ovvero se il
z 1 0 1 0 z
seguente sistema
r =2a
y =-—a+2b
z =a
2 0
ha soluzione. Appartengono dunque a Span(| —1],[ 2 |) tutti e soli i vettori del tipo
1 0
2a
—a + 2b |, ovvero tutti i vettori che hanno la terza coordinata uguale alla meta della
a

prima. Se volessi scrivere 'immagine con un’equazione scriverei:

xQZO}

che se si vuole essere raffinati ¢ Ker((1 0 —2)) (ovvero il nucleo della matrice 1 x 3

X
[mf{ y | eRr?
z

x
associata all’applicazione che manda |y | in z — 22) :)
z

3.3 Esercizio 3

Siano vy, ...,vx € K" Dimostra che VA # 0, Span(vy,...,vx) = Span(Aivy,...,vr) (ovvero
dimostra che moltiplicando i vettori di uno span per degli scalari non nulli lo Span non
cambia).

Dimostrazione. Dimostriamo che sussiste una doppia inclusione tra i due insiemi.
N.B. Gli insiemi di sopra sono sottospazi generati, quindi mi basta mostrare che i singoli
insiemi sono contenuti rispettivamente nel primo Span e nel secondo.

- D : mostriamo che Avy,...,vx € Span(vy, ..., vg). E chiaro che questo € vero in quanto
V2, .oy U € Span(vy,...,vx) e vy € Span(vy, ..., vx) in quanto stiamo moltiplicando vy, che

appartiene a Span(vy, ..., vy), per uno scalare.

- C : anche questa inclusione € ovvia in quanto v, ..., v € Span(Avy, ..., vx) naturalmente e

vy € Span(Avy, ..., vx) in quanto vy = % (si noti che sfruttiamo qui 'ipotesi A # 0).

3.4 Esercizio 4
Siano vy, ..., v € K™. Dimostra che Vu € K, Span(vy, ...,vr) = Span(vi + pva, ..., vg).

Dimostrazione. Anche qui € necessario far vedere la doppia inclusione.

- C : mostriamo che vy, ..., vy € Span(vy + pvs, ..., v;). Questo & ovvio in quanto v, ..., v €
Span(vy + pva, ..., V) € v1 = V1 + pvg — pvs.

- D : anche questa inclusione & ovvia in quanto vs,...,vx € Span(vi,...,vg) € v1 + pvg €
Span (v, ..., vg) in quanto vy 4+ pvy € Span(vy, va) e Span(vy,ve) C Span(vy, ..., vg).

N.B. Poiché la teoria non richiede che l'insieme dei generatori dello Span sia ordinato,
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la combinazione V; + pv; puod essere fatta per ogni vettore appartenente a {v1,..., v} sem-
plicemente cambiando ’ordine dei vettori, ovvero portando ’i-esimo vettore al primo posto
e il j-esimo vettore al secondo posto.

3.5 Esercizio 5

Siano g I'applicazione dell’Esercizio 1 e f I’applicazione dell’esercizio 2. Determinare chi e
KergnNImf.

1 T
Soluzione: come abbiamo gia visto, si ha che Kerg = Span(|0]) e Imf = { y| €
1 z

R3 |2z — 22 =0 (nota che sono entrambi sottospazi di R3). Determinare I'intersezione dei

due sottospazi significa far valere tutte le condizioni di appartenenza ai sottospazi contempo-
raneamente: appartenere a Kerg significa essere un vettore di R? e avere la terza coordinata
uguale alla prima e la seconda coordinata nulla; appartenere a Imf invece significa avere
la prima coordinata uguale al doppio della terza: l'intersezione dei due sottospazi ¢ cosi
descritta dal seguente

x
KergNImf = { y| eR3 xzz,x:Qz,y:O}
z
0
Ovviamente 1'unico vettore appartenente all’intersezione ¢ il vettore nullo | 0 |, in quanto
0

dal fatto che x = z e x = 22 si ha che z = 2z ovvero z = 0 e quindi = 0, e inoltre y = 0
per ipotesi.

A livello concettuale la cosa ha anche senso in quanto 'immagine di f € un piano dentro a
R3, mentre il nucleo di g & una retta: le possibili intersezioni in questa situazione sono 2:
i due sottospazi si intersecano nell’origine; la retta giace sul piano (nota che retta e piano
NON possono essere disgiunti, in quanto sono entrambi sottospazi, ovvero entrambi conten-
gono il vettore nullo).

Osservazione: Se U e W sono due sottospazi di uno stesso spazio vettoriale V' descritti

da equazioni, allora la loro intersezione U N W si ottiene facendo valere tutte le equazioni
contemporaneamente, ovvero risolvendo un sistema lineare.

3.6 Esercizio 6

T 1 1
Siano W = { g € R* | 2z—y+22+t = O} (¢ un iperpiano di R*) e U = Span( (1) , ?
t 0 -1
due sottospazi di R%. Descrivi I'intersezione U N W.
X
Soluzione: chiediamoci come ¢ fatto un vettore dell’intersezione. Sia allora Z ceUnNnw,
t

poiché tale vettore sta in U sara combinazione lineare dei vettori che generano U, quindi
sara un vettore del tipo

1 1 0 a+p

1 2 1| |a+28-7
Aol 1 | T 2 || B+2y

0 1 - ;e

con a, 3,7 € R Ma dal momento che tale vettore sta anche in W, deve rispettare le condizioni
di appartenenza a W e quindi: 2(a+ 8) — (o +26 —v)+2(8+2y) + (=8 —v) = 0, ovvero
a+ B+ 4~ =0 e ricavando § otteniamo 8 = —a — 4. Quindi la scelta di « e y & arbitraria,
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mentre 5 non & libero, ma dipende direttamente dalla scelta di @ e 5. Dunque possiamo
riscrivere il vettore

a+
a+28—v
B+2y
—B=n
nelle sole coordinate « e 7:
oa+f —4y
a+28—-vy| | —a—-9y
B+ 2y T —a—2y
—B=n o+ 3y

quindi tutti e soli i vettori di questo tipo appartengono all’intersezione. Notiamo inoltre che
possiamo riscrivere il vettore di sopra nel seguente modo:

— 4y 0 —4
—a—=9y| -1 -9
a2y | T 2 T 2
o+ 3y 1 3

che assomiglia molto a uno Span :)

0 —4 0 —4
-1 -9 -1 -9
1 3 1 3
0 —4
Giungiamo cosi alla conclusione che U N W = Span( E :g )
1 3

Osservazione: la procedura generale per trovare l'intersezione di due spazi come sopra e
quindi quella di prendere un vettore appartenente all’intersezione e far si che entrambe le
condizioni vengano rispettate contemporaneamente, risolvendo un sistema lineare. In gene-
rale quindi se U = Span(vy, ...,vp) CK" e W = {x € K" | A-2 =0} C K", per determinare
U NW si prende la combinazione lineare di v, ..., vg che genera x: x = aqv1 + ... + axvg, con
ai,...,ar € K e poi si sostituisce tale combinazione lineare nella condizione A -z = 0 =
a1Avy + ... + ap Avg, = 0 che da origine a un sistema lineare. Infine, trovata una condizione
parametrica che descrive l'intersezione, si semplifica 'espressione il piu possibile, trovando
alcuni parametri in funzione di altri.

3.7 Esercizio 7

1 -1 -1 0
Siano U = Span(|2 ], 2 |) e W = Span(| —1],[3]) due sottospazi di R*. Deter-
3 0 1 1
minare U NW.
x x -1 0
Soluzione: Sia [y | € UN W, allora, | y | & combinazione lineare sia di | =1 |, [ 3
z z 1 1
1 -1
chedi [2],] 2 |. Ovvero Ja, 8,7,6 € R tali che
3 0
x 1 -1 -1 0
yl=al2|+8] 2 |=~v|-1]+6(3
z 3 0 1 1

Possiamo allora trovare una relazione tra «, 3,y e § impostando un sistema lineare:
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a—pf  =-v
20428 =-—y+36
3o =7+
Ricaviamo allora v e § in funzione di « e 3: dalla prima ricaviamo che v = 8 — a, so-

stituendo nella terza si ha che § = 4o — 8. Ricaviamo ora S in funzione di a: dalla seconda
si ottiene 11la = 643, da cui 8 = %a. Ma allora la combinazione lineare di sopra si riduce a

_ _5
x 1 11 1 1
y|l=al2]+ ga 2 | =al &
z 3 0 3
_5
ovvero ogni vettore di R? appartenente all’intersezione & del tipo « 1; , ma questo ¢
3

_5 _5
proprio Span( 1—676 ) = UNW = Span( %6 ) e, siccome noi siamo persone a cui non

3 3
piacciono le frazioni, grazie all’esercizio 3 possiamo moltiplicare per 6 e ottenere
-5
UNW = Span(| 17 |)
18

Osservazione: se abbiamo U e W sottospazi descritti come Span, per esempio: U =
Span(vy,...,vx) C K* e W = Span(wy,...,wp) C K", per ricavare la loro intersezione
possiamo fare come sopra, ovvero prendere un certo vettore x € U N W, scriverlo come
combinazione lineare di v1, ..., v € di wq, ..., wp, eliminare un set di parametri risolvendo un
sistema lineare e ricavando parametri da altri parametri, trovando cosi dei parametri per i
generatori.

3.8 Esercizio 8 che non & un esercizio

Sia V' un K-spazio vettoriale e siano vy, ..., v € V. Dimostrare che vy, ..., v sono linearmen-
te indipendenti equivale a dimostrare che dati ay,...,ar € K tali che ajvi + ... + apvp = 0 si
ha necessariamente che a; = ... = a = 0, per definizione di indipendenza lineare.

Cerchiamo di capire come sono fatte queste combinazioni lineari: analizziamo i casi k =
1,2,3.

i Se k = 1 allora si ha solo vy, che & linearmente indipendente se e solo se ¢ diverso dal
vettore nullo. Infatti ogni combinazione lineare di v; € del tipo awv; con a € K e questa e
nulla se e solo se 0 & 0 v; € uguale a 0, ma si & richiesto V7 # 0, quindi necessariamente si
deve avere che oo = 0.

1w Se k = 2, per quanto visto a lezione, sappiamo che v; e vy sono linearmente indipen-
denti <= v; # 0 e va ¢ Span(v1). Dimostriamolo velocemente: (=) {v1} C {v1,v2}
quindi e linearmente indipendente in quanto sottoinsieme di un insieme linearmente indi-
pendente ed & non nullo per il punto di sopra. Inoltre se v3 € Span(vy), allora si avrebbe che
v = Avy per un certo A € K, ma quindi vy — Av; sarebbe una combinazione lineare nulla di
v1,vg a coefficienti non nulli, che ¢ assurdo per ipotesi: ne segue che vy ¢ Span(vy). (<)
Supponiamo per assurdo che vy e vg siano linearmente dipendenti, allora 3, 5 € K non nulli
(in teoria sarebbe non entrambi nulli, ma essendo due, se @ = 0 allora Svs = 0 che implica
B = 0 in quanto vy non puo essere 0, altrimenti sarbbe un elemnento di Span(v;), e invece
se 8 = 0, allora necessariamente o = 0 in quanto vy # 0 per ipotesi) tali che avy + Svy = 0,
ma allora si avrebbe che vy = f% € Span(vy) che & assurdo per ipotesi. Dunque v; e vy
sono linearmente indipendenti.

715 Se invece k=3 vogliamo dimostrare che dati tre vettori vy, vo,v3 € V, essi sono linear-
mente indipendenti <= vy # 0, vy ¢ Span(vy) e vz ¢ Span(vy,v2), la cui dimostrazione &
analoga a quella del caso precedente.

Siamo allora pronti per dimostrare un enunciato molto piti generico riguardo all’indipendenza
lineare... ma lo faremo nella prossima esercitazione :).
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4  Esercitazione 04-11-2021

4.1 Esercizio 1

Sia V' un K-spazio vettoriale e siano vy, ...,vx € V. Dimostra che vy, ..., v sono linearmente
indipendenti <=

i) dati a1, ..., ar € K tali che ajv; + ... +agvg = 0 si ha necessariamente che a; = ... = a; =0
(definizione)

i) Vi € {1,...,k}, v; & Span(vy, ..., 27, ..., V)

i11) Vi € {1,...,k}, v; & Span(vy, ...,v;_1) (dove se i = 1 si intende che v1 ¢ Span() = {0})

Dimostrazione. Vogliamo far vedere che tutte queste sono definizioni di indipendenza lineare
equivalenti, ovvero che si coimplicano I'una con I'altra. Mostreremo le implicazioni in questo
modo: § <> i, i1 = iii, i1l => @

i) <= 1) : Gia dimostrato a teoria. La dimostrazione si basava su due assurdi, uno per
la freccia verso destra, l’altro per la freccia verso sinistra.

i1) = 4it) : Sappiamo per ipotesi che v; ¢ Span(v,..., 7, ..., v ), ma allora non appar-
tiene neanche ad alcun sottoinsieme di Span(vy, ..., 27, ..., v;) e dato che Span(vy,...,v;—1) C
Span(vy, ..., ¥4, ..., Uk ) si ottiene la tesi.

i19) = i) : Sia h = maz{r|vy,...,v, soddisfi i)}. Vogliamo dimostrare che h = k (na-
turalmente h < k). Ci basta allora dimostrare che h £ k. Supponiamo allora per assurdo
h < k. Allora i vettori vy, ..., vy soddisfano %), mentre i vettori vy, ..., v, vp41 non la soddi-
sfano, esistono dunque aq, ...,ap+1 € K NON tutti nulli tali che ajv1 + ... + apy1vp41 = 0.
Se fosse ap41 = 0 si avrebbe allora ayvy + ... + apvy, = 0 che implica a1 = ... = a5, = 0 in
quanto vy, ..., v, soddisfano la i), ma questo ¢ assurdo (sono tutti nulli lol). Allora neces-
sariamente ap41 # 0, da cui segue che posso ricavare vjy1 come combinazione lineare di
ULy VRt Uhg1 = — o (a1v1 + ... + apvp) = vp41 € Span(vy, ..., vp), che & assurdo per
ipotesi. Dunque h = k e concludiamo la dimostrazione.

Potevamo dimostrare le stesse implicazioni tramite altre vie, ad esempio dimostrando che
i) = 1411) senza passare da i) e che i) = 47) senza usare 7):

i) = #4i) : Supponiamo per assurdo che 3i € {1, ..., k} tale che v; € Span(vi,...,v;_1), allo-
ra day,...,a;_1 tali per cui aqv1 +... +a;_1v;_1 = v;. Ma allora a1vy+...+a;_1v;_1 —v; =0
¢ una combinazione lineare nulla con coefficienti non tutti nulli (¢ certo dal fatto che il
coefficiente di v; sia 1), che & assurdo per ipotesi. Per cui la tesi & confermata.

ii1) = 1) : Notiamo una cosa importante: questa proprieta dipende dall’ordinamento
dei vettori, poiché prende in considerazione un indice e gli indici precedenti. Ma & ve-
ro che se permutiamo i vettori in un qualsiasi modo, essi continuano a essere linearmente
indipendenti. Morale: poiché l'indipendenza lineare non dipende dall’ordinamento pos-
siamo permutare 'insieme dei vettori per renderci le cose pitt comode. In particolare, se
o:{1,..,k} — {1,...,k} & una permutazione che associa a i € {1,...,k} l'indice o(i) avre-
mo che, con un dovuto riordinamento, per la #ii)

J v,(1) tale che v,y # 0

3 Vs (2) tale che Vg (2) ¢ Span(vg(l))

3 Vs (3) tale che Vs (3) ¢ Span(va(l),vg(g))

3 ve(;) tale che vy(;) & Span(vy(1), - Vo(i-1))

Da qui risulta naturale che Vi € {1,..., k} esista una permutazione o tale per cui v, (;y = v,
e quindi per la iii) vy (i) & SPan(vy(1), -+ Vo(i—1)) = SPan(vi, ..., vz, ..., Vx).

4.2 Esercizio 2

Sia V = M (2,R) lo spazio delle matrici di taglia 2 x 2 e siano
2 1 2 0 2 2
=) -8 ()
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tre matrici di V. Ci chiediamo se queste tre matrici siano o meno linearmente indipendenti.

Soluzione: consideriamo una combinazione lineare nulla di A, B, C'. Siano dunque «, 8,7 € R
e sia €A+ B+~C = 0 la combinazione lineare nulla di sopra. Descriviamo tale combinazione
in forma matriciale:

(21 2 0 2 2\ (2a+28+2y a+ 2y {0
aA+fBIC =a <1 3>+5 <1 4>+7 (1 2> - ( a+B+y  3a+48+2y) " \0
Tale matrice & uguale alla matrice nulla se e solo se tutti i coefficienti della matrice sono

uguali a 0. Eguagliando tutti i coefficienti a 0 ci troviamo davanti a un sistema lineare 4 x 3
(4 equazioni e 3 incognite) da risolvere:

20+28+2y =0
o+ 2y =0
a+ B+ =0
3a+48+2y =0

Notiamo pero che la terza equazione implica banalmente la prima (le due espressioni a
sinistra sono una il doppio dell’altra): il sistema si riduce a un sistema 3 x 3:

o+ 2y =0
a+f+y =0
3a+46+2y =0

Tale sistema ammette soluzione (non unica): con semplici passaggi algebrici ricaviamo in-
fatti che a = 2, § = —1, v = —1 & una soluzione del sistema. Ma allora 24 — B —C =0
¢ una combinazione lineare nulla a supporto non vuoto (ovvero esistono dei coefficienti non
tutti nulli tali per cui la combinazione lineare associata a quei coefficienti dia come risultato
la matrice nulla). Segue da qui che le 3 matrici non sono linearmente indipendenti.

Osservazione: consideriamo Span(A, B,C). Poiché le 3 matrici non sono linearmente in-
dipendenti, lo Span si puo ”semplificare”, ovvero possiamo togliere una delle tre matrici
dall’insieme di generatori dello Span e non farlo cambiare. Quale togliamo? Per quanto
visto a lezione, dobbiamo togliere una matrice che sia combinazione lineare delle altre due
(in questo caso posso sceglierle tutte e 3): prendiamo ad esempio C. Per la combinazione
di sopra si ha che C = 2A — B, ovvero C & combinazione lineare di A e B. Dunque C puo
essere eliminato dall’insieme di generatori dello Span: Span(A, B,C) = Span(A, B). Come
dicevamo prima pero, in questo caso particolare ogni matrice € combinazione lineare delle
altre, infatti A = B%C e B =2A - C, da cui segue che Span(A, B,C) = Span(A, B) =
Span(A, C) = Span(B, C) per lo stesso ragionamento.

4.3 Esercizio 3

Sia V' = M(2,R) lo spazio delle matrici di taglia 2 x 2 e siano

2 1 2 0 2 2
=) -8 e ()
tre matrici di V. Dimostra che dimSpan(A, B,C) = 2.

Dimostrazione. Dimostrare che la dimensione dello Span(A, B, C) ¢ 2 equivale a dimostrare
che una qualsiasi base di Span(A, B,C) ¢ composta da 2 elementi. Per definizione una
base ¢ un insieme ordinato linearmente indipendente di generatori: grazie all’Esercizio 2 di
sopra sappiamo che {4, B} & un insieme di generatori per Span(A, B,C): ci resta solo da
dimostrare allora che {A, B} ¢ un insieme linecarmente indipendente. Mostriamo dunque
che A e B sono linearmente indipendenti. Per farlo consideriamo una loro combinazione
lineare nulla: siano allora a,8 € R e sia A + B = 0 una combinazione lineare nulla di
A e B. Vogliamo far vedere che a = 3 = 0. Descriviamo la combinazione lineare in forma
matriciale:

R 2 0\ _ (20428 o \_ (0 0
O‘A+'BB_Q<1 3)*5(1 4>_<a+5 3a+4ﬁ)_(0 0)
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Dalla prima riga, seconda colonna si nota subito che I'unico modo affinché 1’elemento in que-
sta posizione sia zero € che o = 0, che implica necessariamente 8 = 0. Ma allora abbiamo
ottenuto che @ = 8 = 0, ovvero che 'unico modo di scrivere 0 come combinazione lineare di
A e B ¢ quello di porre i coefficienti uguali a 0. Questo dimostra che A e B sono linearmente
indipendenti => {4, B} ¢ una base di Span(A, B,C), da cui dimSpan(A, B,C) = 2.

Osservazione: Cosl facendo abbiamo dimostrato che anche {A4,C} e {B,C} sono linear-
mente indipendenti. Infatti anch’essi rappresentano una base di Span(A, B,C) dato che,
per quanto visto a teoria, sono generatori (Esercizio 2) e "nel numero giusto” (ovvero sono
tanti quanti la dimensione di Span(A4, B, C)).

4.4 Esercizio 4

Sia V = R[t] lo spazio dei polinomi a coefficienti in R e siano p; = t> + 1, py = 3t — 2,
ps =t —t—1epy=2t5 —t* + 3t + > — 2t + 5 quattro polinomi di V. Dimostrare che p;,
P2, P3, P4 sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Dimostriamolo con la proprieta i) dell’Esercizio 1 (cio¢, mostriamo che
possiamo dimostrare I'indipendenza lineare non considerando combinazioni lineari, ma solo
gli Span): riordiniamo i polinomi come segue: pa,p1,ps,ps. Controlliamo se la proprieta
iit) dell’Esercizio 1 ¢ verificata:

- 11 polinomio ps & diverso da 0, quindi non appartiene a Span(f) = {0}, inoltre Span(p2) C
R, [t] poiché py ha grado 1 (moltiplicare per uno scalare un polinomio di grado 1 non puo
fare alzare il grado). Ma allora p; (che appartiene a Ro[t] poiché ha grado 2) non appartiene
a Span(p1): p1 ¢ Span(pz) (stiamo effettivamente mostrando che il polinomio i-esimo non
appartiene allo span dei precedenti).

- 11 polinomio p3 ha grado 4; ci chiediamo se esso appartenga o meno a Span(py,ps). Dal
momento che perd ps ha grado 1 e p; ha grado 2, per quanto visto a lezione, una qualsiasi
loro combinazione lineare avra grado al massimo 2. Quindi non esiste nessuna combinazione
lineare di p;, p2 che generi un polinomio di grado 4, ovvero p3 ¢ Span(p1, ps).

- I1 polinomio ps ha grado 5; ci chiediamo se esso possa appartenere a Span(pi,p2,ps3)-
Dal momento che ps ha grado 1, p; ha grado 2 e p3 ha grado 4, per quanto visto a le-
zione, una qualsiasi loro combinazione lineare avra grado al massimo 4. Quindi non esiste
nessuna combinazione lineare di pi, ps, p3 che generi un polinomio di grado 5, ovvero
pa ¢ Span(p1, p2, p3)-

Questo conclude la dimostrazione, dal momento che la proprieta #ii) ¢ verificata e abbiamo
dimostrato essere equivalente alla definizione di indipendenza lineare.

Osservazione: pit in generale se p1,...,pr € K[t] sono k polinomi tutti di gradi distinti,
allora sono linearmente indipendenti.

4.5 Esercizio 5

Siano ay, ..., a; € Kk scalari distinti. Sia inoltre, per ogni i € {1,...,k}, f; = val,, : K[t] —
K Papplicazione (lineare) ”valutazione in a;”, che associa al polinomio p — p(a;). Dimostra
che f1,..., fr € Hom(K][t], K) sono linearmente indipendenti (ricordiamo che se V e W sono
K-spazi vettoriali, allora Hom(V, W) & uno spazio vettoriale).

Dimostrazione. Dimostriamo l'indipendenza lineare delle k applicazioni lineari tramite la

proprieta i) dell’Esercizio 1. Vogliamo dunque dimostrare che Vi € {1, ..., k}, f; ¢ Span(fi, ...

Mostriamo (per comodita) che & vero per f1: la dimostrazione per le altre ¢ analoga.
Supponiamo per assurdo che f; € Span(fa,..., fr), allora I)Xs, ..., Ay € K tali per cui
fi = Xafo+ ... + A fr. Quest’ultima ¢ un’uguaglianza tra applicazioni lineari (si ricorda
che somma di applicazioni lineare ¢ un’applicazione lineare e che prodotto tra uno scalare
e un’applicazione lineare ¢ un’applicazione lineare) e questo succede se per ogni elemento
dello spazio di partenza le due applicazioni assumono gli stessi valori. Quindi Vp € K[t]
polinomio nello spazio di partenza si deve avere che

Jip) = Mo fo+ oo + A fr)(0) = Ao fo(p) + ... + A fr(p)

ma avevamo definito f; come val,,, dunque

valg, (p) = Aqvala, (p) + ... + Agvaly, (p)
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ovvero
pla1) = Aap(az) + ... + Axp(ar)

Dal momento che questa uguaglianza deve valere per ogni polinomio a coefficienti in K, pos-
siamo sceglierne alcuni particolarmente vantaggiosi: i polinomi che si annullano in as, ..., ak,
ovvero i polinomi appartenenti all’ideale generato da pg = (t — as)...(t — ax) (scegliamo per
semplicita proprio il polinomio py). Si deve avere quindi

po(a1) = Aapo(az) + ... + Agpo(ar) =0

Ma allora anche pg(a;) = 0. Tuttavia possiamo calcolare esplicitamente pg(aq), infatti sap-
piamo che pg = (t — az)...(t — ag): si ha quindi che po(a1) = (a1 — az)...(a1 — ag). Ma per
ipotesi ay, ..., ax sono tutti distinti, quindi Vi € {2, ...,k}, a1 —a; # 0 e dato che K & un cam-
po, e quindi un dominio, non contiene divisori di zero: pg(a;) # 0, il che & in contraddizione
con quanto affermato in precedenza. Dall’assurdo ottenuto, ricaviamo la tesi che volevamo
dimostrare: Vi{l,..,k}, fi ¢ Span(fi,..., /{,..., [x), che & equivalente a dire che fi, ..., fi
sono linearmente indipendenti.

Osservazione: In questo esercizio abbiamo dimostrato che un insieme composto da k valuta-
zioni e linearmente indipendente, ma dal momento che k & arbitrario, abbiamo dimostrato
molto di pit: cioe che l'insieme di tutte le valutazioni ¢ linearmente indipendente (sia per
campi finiti che per campi infiniti). Scritto formalmente: X = {val, € Hom(K[t],K)|a €
K} & un insieme linearmente indipendente. In particolare se K ¢ infinito, anche X lo &:
ci troviamo davanti a un insieme infinito linearmente indipendente dentro lo spazio de-
gli omomorfismi tra K[t] e K. Naturalmente questo insieme NON ¢ finitamente genera-
to, poiché, per quanto visto a lezione, ogni insieme di generatori ha cardinalita maggiore
o uguale a ogni insieme linearmente indipendente. Segue da tutto cid che, in generale,
dimHom(K[t],K) > |X| = |K].

Se ad esempio K = R, Hom(R[¢],R) ha dimensione maggiore o uguale della cardinalitad di R
che ¢ ¢, ovvero la cardinalita del continuo (mentre si ricorda che dimR[t] = Rp). Quindi, lo
spazio dei polinomi ha dimensione numerabile, mentre lo spazio degli omomorfismi da R[¢]
in R ha dimensione maggiore (questo schifo prendera il nome di spazio vettoriale duale, una
cosa che deve spaventare, tanto: cit. Manfre: ”questi oggetti sono intrattabili”).

4.6 Esercizio 6

Sia S,, € M(n,K) lo spazio delle matrici simmetriche dentro lo spazio delle matrici qua-
drate a coefficienti in K (ricordiamo che S, = {A € M(n,K)|AT = A} o anche S, =
{(aij)ijeqr,...ny @iy = aji, ¥i, j{1,...,n}}). Trovare una base di tale spazio vettoriale e la
sua dimensione.

Soluzione: Sia A € S,,, scriviamola formalmente con i suoi coefficienti:

aiq ai12 e . QA1n

ai12 a22 e . aon
A= ALk

A1n A2 ... . Ann

Notiamo che la parte sotto la diagonale ¢ completamente determinata dalla parte sopra la
diagonale (ciog, scelti dei valori per la parte sopra la diagonale, la parte sotto & determinata
da questi valori).

Separiamo ora i contributi dei singoli parametri, con un piccolo ragionamento otteniamo
che:

ailr  ail2 N ce A1n
a2 a2 ce e A2n,

A= : oagk - : = a11E11+aFEn+...4an Enntai2(Eir2+Ear)+...4ai(Eij+Ej;)
A1n  A2n Ann
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con 1 <i < j < n (nella zona sopra la diagonale, 'indice di riga 7 ¢ minore dell’indice di
colonna j). Abbiamo allora trovato un insieme di generatori per Sy: {Fi1, ..., Enn, F12 +
EQ]_, ceey Eij + Eﬂ} genera Sn

Vediamo se queste matrici sono linearmente indipendenti: scriviamo una combinazione li-
neare nulla di questi elementi: a11E11 + a22E22 —+ ...+ a,mEml + alg(Elg + Egl) + a13(E13 +
Es1) + ...+ ai;(E;; + Ej;) = 0, ma questa combinazione ¢ proprio la A di prima:

a11 By +aEa+ ... 4 ann Eny +a12(Ei12 + Eo1) +a13(E3+ Esp )+ ...+ a5 (B + Ej) = A =

ail ai12 BN SN A1n 011 012 e e Oln
a2 a22 NN ‘e A2p, 012 022 ‘e e Ogn
= Akl = Okk
A1n QA2qp NN e Apn O1n Ogn . . Onn
e questo e vero se e solo se tutti i coefficienti sono nulli: a1; = ags = ... = apy = a12 = a13 =

...aj; = 0. Ma allora {E1, ..., Eny, E1a+ Eb1, ..., Eijj+ Ej; } € anche linearmente indipendente
e quindi ¢ una base di 5,,.

Adesso che abbiamo trovato una base, conosciamo anche la dimensione di tale spazio vet-
toriale, che & uguale alla cardinalita di {E11, ..., Enn, E12 + Eo1, ..., E;j + Ej;}. Ma quanti
elementi ha questo insieme? Dal momento che questo numero € uguale al numero di elementi
sopra la diagonale + il numero di elementi della diagonale, con un piccolo ragionamento si

ottiene che tale cardinalita ¢ 1 +2+4 ... +n = %, ovvero dim.sS,, = %

4.7 Esercizio 7

Sia A, C M(n,K) lo spazio delle matrici antisimmetriche dentro lo spazio delle matrici
quadrate a coefficienti in K, tale che charK # 2 (ricordiamo che A4, = {A € M(n,K)|AT =
—A} o anche A, = {(aij)ijeq1,..n} | @i = —ajs, ¥i,j{1,...,n}}). Trovare una base di tale
spazio vettoriale e la sua dimensione.

Soluzione: Sia A € A,,, scriviamola formalmente con i suoi coefficienti:

011 a2 ce ce [e5T)
—a12 022 .. .o agn

A= Okk
—Q1n —a2n RN N Onn

Notiamo che la parte sotto la diagonale & completamente determinata dalla parte sopra la
diagonale (ciog, scelti dei valori per la parte sopra la diagonale, la parte sotto & determinata
da questi valori).

Separiamo ora i contributi dei singoli parametri, con un piccolo ragionamento otteniamo
che:

011 a2 ‘e PN A1n
—Qai12 022 N N a9n

A= Ok :alg(Elg—E21)+...+aij(Eij—Ej')
—Q1p —Q2n NN PN O.,m

con 1 <i < j <n (nella zona sopra la diagonale, 'indice di riga i ¢ minore dell’indice di
colonna j). Abbiamo allora trovato un insieme di generatori per A,: {Ei2 — Eo1, E13 —
Egl, veey Eij — Eji} genera An

Vediamo se queste matrici sono linearmente indipendenti: scriviamo una combinazione li-
neare nulla di questi elementi: a12(E12 — Eo1) + a13(E13 — E31) + ... + a5(Eij — Ej;) =0,
ma questa combinazione ¢ proprio la A di prima:

alg(Elg — E21) =+ alg(Elg — E31) + ..+ aij(Eij — Ej) = A =
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011 ai2 PPN PPN QA1n 011 012 e e Oln

—ai12 022 o o a9n, 012 022 e e OQn
= : . Opk . : = : o Opg
—Qa1n —a2p ... e Onn Oln Ogn ‘e e Onn
e questo ¢ vero se e solo se tutti i coefficienti sono nulli: a12 = a13 = ...a;; = 0. Ma allora

{E12 — Ea1,...,E;; — Ej;} ¢ anche linearmente indipendente e quindi ¢ una base di A,,.

Adesso che abbiamo trovato una base, conosciamo anche la dimensione di tale spazio vetto-
riale, che € uguale alla cardinalita di {E12— E91, ..., E;; — Ej;}. Ma quanti elementi ha questo
insieme? Dal momento che questo numero & uguale al numero di elementi sopra la diagonale,

con un piccolo ragionamento si ottiene che tale cardinalita ¢ 14+2+...+n—1 = M7

2
. 1
ovvero dimA,, = %

4.8 Esercizio 8

Sia A € M(m,n,K) e sia L4 : K® — K™ ’applicazione lineare associata ad A (ricordiamo
che dato x € K, La(xz) = A - z). Determina dimKer(Ly).

Soluzione: Sappiamo che il Ker di una generica L, € U'insieme delle soluzioni del siste-

T1 T 0

. T2 . X9 0 . . . .

ma lineare A -z = 0, dove, se z = ,siha A- = (sistema di m equazioni
T, Tp 0

in n incognite). Risolvere il sistema significa ricavare alcune variabili in funzione di al-
tre libere di variare su tutto K. Supponiamo di aver ricavato le prime k variabili, ovvero:
1 = f1(@kt1, oy Tn)seey®h = fr(Tpst1, ..., Tn) (con cio si intende dire che abbiamo ricavato
x1 in funzione di Zg41, ..., Tn,..., Tf in funzione di xx41, ..., 2,). Prendiamo ora un vettore

1 fl(xk+17---7$n)
T3 Jo(Thy1, oo, p)
KerLa> | xr | = | fi(@rsr, 0 Tn) | = Thg1Vpgr + oo+ T00p
Thk41 Tr41
Tn Tn

dove nell’'ultimo passaggio abbiamo suddiviso i vari contributi di xg41,...,2, € 1 v; sono
vettori di K" VI € {k+1,...,n}.

=—> KerL 4 coincide esattamente con lo Span di vg41, ..., V.

Ma come sono fatti i v;?7 Con un piccolo ragionamento si ottiene

*1 *1 *1
*2 *9 *2
*k *k *k
V41 = V42 = ey Up =
Lgr |7 Op1 | 7777 Ok41
Op+2 lpqo Og42
On 0n 1

dove gli asterischi fino alla k-esima coordinata indicano che non sappiamo che cosa si trova
Ii: infatti i valori che assumono i v; fino alla k-esima coordinata dipendono da come & fatta
L 4. Notiamo una cosa: i vettori v; sono costruiti in un modo particolare, ovvero, sotto gli
asterischi troviamo, andando da vi1 a vy, i vettori di una base canonica: sono quindi anche
linearmente indipendenti! (Lo si poteva vedere notando anche che una combinazione lineare
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di Vg1, U € Thy1Vp41 + ... + TpUp, che & nulla se tutti i coefficienti del vettore

fl (:I;k:+17 seey mn)
Jo(@pgr, s p)

fk($k+1, ,ﬂﬂn)
Th41

Ln

sono nulli, in particolare se zx41 = ... = , = 0 = Vg41, ..., Uy sono linearmente indipen-
denti).

Siamo giunti alla conclusione che vg1, ..., v, generano e sono linearmente indipendenti: sono
allora una base di KerL, = la dimensione di KerL, ¢ uguale al numero di v;, ovvero
n—=k: dimKerLy=n—k.

4.9 Esercizio 9

1 1 -1 -1
. 2 -2 3 -1 . 4 4 . .
Sia A = 1 -3 4 o€ M(4,R) e sia Ly : R* — R*. Determinare dimKerLy.

0 4 -5 -1

Soluzione: applichiamo direttamente la procedura di sopra:

T T 0
KerLAKerA{ T2l cmila. 72| = 0 }

x3 X3 0

T4 Ty 0

ovvero KerA ¢ il luogo delle soluzioni di un sistema lineare in 4 equazioni e 4 incognite:

T 0 1 1 -1 -1 T 0
€To _ 0 2 =2 3 -1 T _ 0
Ade | = lo] = |1 =3 4 o v | 0] =

T4 0 0 4 -5 -1 T4 0

T1+ Ty — X3 — Ty =0

201 — 229 +3x3—x4 =0

—
.T1—3I2—|—4$3 =0
4xo — Dx3z — X4 =0

Notiamo che la terza equazione e uguale alla differenza tra la seconda e la prima, mentre la
quarta ¢ la differenza tra due volte la prima e la seconda: esse dunque non contribuiscono
alla risoluzione del sistema. Il sistema si riduce cosi a un sistema di 2 equazioni in 4 inco-
gnite:

X1+ Ty — T3 — T4 =0 Ty = —2x3 + 32
201 — 229 +3x3 — x4 =0 T1 = 3w — 4x3
Abbiamo cosl ricavato il massimo numero di variabili (z1,24) in funzione delle altre variabili

libere (x2, z3). Ripercorrendo il procedimento dell’Esercizio precedente ci aspettiamo che la
dimensione del nucleo sia 2. Rifacciamolo esplicitamente:

X1 3%‘2 — 4.133 3 —4
T T 1 0

KerL s > 962 = xj, = x 0 + x3 1 = T2V + T3V2
T4 —2%3 + 3%2 3 -2

quindi KerL, = Span(vi,vs). Per di pitt v1 e v2 sono linearmente indipendenti in quanto
una loro combinazione lineare ¢ nulla se e solo se o = z3 = 0 (dato che una loro combi-
31‘2 — 41‘3

T2

nazione lineare & un vettore del tipo che, guardando le coordinate centrali,

—2x3 4+ 312
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¢ nullo se e solo se zo = 3 = 0). Ma allora v;,vs generano KerL, e sono linearmente
indipendenti = sono una base di KerL4 = dimKerL 4 = 2.

4.10 Esercizio 10

Sia V = Ry[z] lo spazio dei polinomi di grado minore o uguale a 2 a coefficienti in R e siano
pr=x—1,pp=2z0+1,p3=4r -5, pp=x>+x+1,ps=222+2+1, pg = —522+3z 6
polinomi di V. Sapendo che dimV = 3 (visto in classe: una base & 1, x,z?), verificare che i
6 vettori generano V' ed estrarre una base dall’insieme {p1, p2, 3, P4, Ps5, D6 }-

Dimostrazione. Dimostriamo prima che i 6 polinomi generano V. Per farlo dobbiamo mo-
strare che Span(p1,p2, ps,ps, D5, P6) = V, ovvero che sussiste una doppia inclusione. Notia-
mo perd che per quanto detto poc’anzi 1, x, 22 sono una base di V, ovvero Span(1,z,2?) =
V. Dobbiamo dunque mostrare che sussiste una doppia inclusione tra Span(l,z,z?) e
Span(p1, p2, p3, P4, D5, P6)- Per farlo, ricordiamo che se X e Y sono sottoinsiemi di uno spa-
zio vettoriale V, tali per cui X C Span(Y’), allora Span(X) C Span(Y). Dobbiamo quindi
far vedere che 13 fE,(E2 € Span(plap23p3vp4vp57p6) e che P1,P2,P3,P4,P5,P6 € Span(l,x,mz).

2

- C : ovvio, in quanto p1, pa, ps, P4, Ps5, Ps € Ra[z] e 1,2, 2° sono una base di Ry[x] e quindi

generano tutto lo spazio.

- D Mi basta far vedere separatamente che 1,z,2% € Span(p1,p2,Ds,p1,Ds5,06). Questo
¢ vero, infatti:

1=4p, —ps

T = P143rp2

z? = P5 — P4-

Abbiamo cosi dimostrato che i 6 polinomi generano tutto lo spazio. Dalla teoria sapiamo che
dato uno spazio vettoriale finitamente generato, da ogni insieme di generatori di tale spazio
e possibile estrarre una base. Vogliamo allora estrarre una base da {pi1,p2,ps, pa, D5, P6 }
tramite 1’algoritmo di estrazione.

Applichiamo lalgoritmo: partiamo dallo stato iniziale (|p1, p2, p3, P4, Ps,D6). Mi chiedo se
p1, che & il primo polinomio che troviamo a destra, sta in Span((): la risposta & ovviamente
no, in quanto Span(f) = {0} e p1 # 0, dunque lo spostiamo a sinistra e procediamo con
I’algoritmo.

Sia ora (p1|p2, ps, pa, P5, Pe) il nuovo stato. Mi chiedo se po sta in Span(p;): se ci stesse allora
sarebbe un polinomio del tipo ap; = a(z—1) = ez — @, quindi un polinomio con coefliciente
della z uguale al termine noto, ma dal momento che ps = 2z + 1 ha i due coefficienti diversi,
esso non appartiene a Span(p;), dunque spostiamo anche questo a sinistra e procediamo
con l'algoritmo.

Sia ora (p1,p2|ps, pa, Ps,pe) il nuovo stato. Mi chiedo se ps sta in Span(py, ps2): la risposta &
banalmente si, per due motivi. Il primo motivo e che serve almeno un polinomio di secondo
grado per generare Ry[z] e, poiché Ry[x] ha dimensione 3 e abbiamo gia trovato 2 elementi
della base di grado 1, I'ultimo polinomio dovra necessariamente essere di secondo grado.
L’altro motivo & che pj,ps sono linearmente indipendenti e quindi generano R;[z] (dato
che questo ha dimensione 2, dalla teoria sappiamo che se un suo sottoinsieme linearmente
indipendente contiene 2 elementi allora ¢ una base) e p3 € Ry[z] = Span(p1,p2). Dunque
I’algoritmo scarta ps e procede.

Sia ora (p1,p2|p4,ps,ps) il nuovo stato. Mi chiedo se py sta in Span(pi,p2): la risposta &
banalmente no, in quanto p4 ha grado 2 e nessuna combinazione lineare di p1, ps potra mai
generare un polinomio di grado 2, dunque spostiamo anche questo a sinistra.

11 nuovo stato & ora fatto come segue: (p1,p2,pa|ps,pe). Sappiamo che dimRa[x] = 3: ci
possiamo fermare, poiché abbiamo trovato 3 polinomi linearmente indipendenti dentro Ro[x]
che sono dunque anche generatori = sono una base di Ry[z]| (p5 e pg vengono cancellati).
La base estratta & cosi {p1,p2,pa} = {x — 1,22 + 1,22 + 2 + 1}.

Osservazione: se permutiamo i generatori I’algoritmo estrarra comunque una base, ma a
seconda di come i polinomi vengono permutati otterremo basi differenti. Ad esempio, se
mettiamo pg per primo, essendo questo diverso da 0 l'algoritmo non lo scarta: otteniamo
dunque una base che contiene pg.
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Osservazione: l'algoritmo di estrazione funziona solo su insiemi finitamente generati. E
vero per0 che se un insieme e finitamente generato, allora da ogni insieme di generatori,
anche infinito, si pud estrarre una base. Sia infatti V' # {0} finitamente generato e sia
X C V un insieme di generatori, anche infinito, allora da X si puo estrarre una base di V.
Se X e finito infatti applichiamo ’algoritmo come nel caso di sopra. Se X ¢ infinito non
posso usare l'algoritmo, pero posso costruire una base di V' partendo da vettori linearmente
indipendenti, piuttosto che da generatori: scegliamo v; € X, v # 0 (¢ ovviamente linear-
mente indipendente perché non nullo). Adesso controlliamo: se V = Span(v;), allora {v;}
¢ base di V. Se invece Span(vi) G V, allora X non puo essere tutto contenuto in Span(vi),
perché se lo fosse allora anche Span(X) sarebbe contenuto in Span(vy), ma Span(X) =V
in quanto X genera (Span(vi) &V = Span(X) = X ¢ Span(v1)). Quindi Jv; € X tale
che vo ¢ Span(vy): allora vy e vo sono linearmente indipendenti. Controllando di nuovo: se
V = Span(vi,vz), allora {v1,v2} & base di V. Se invece Span(vi,v2) & V, allora X non puo
essere tutto contenuto in Span(vi,ve) per lo stesso motivo di prima... per cui Jvz € X tale
che vz ¢ Span(vi,vs): allora vy, vs,vs sono linearmente indipendenti. Andando avanti cosi
costruiamo una base di V', in quanto essendo esso finitamente generato, con un numero finito
di passaggi arriveremo a completare a base 'insieme di vettori linearmente indipendenti.

4.11 Esercizio 11

Sia V un K-spazio vettoriale e sia B C V. Dimostra che B & base di V <= B ¢ linear-
mente indipendente e massimale (ovvero non esistono soprainsiemi propri di B linearmente
indipendenti).

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare separatamente le due frecce:

(=) : Ovvio in quanto se B ¢ una base allora ¢ un insieme di generatori e per quanto
visto a teoria ogni insieme di generatori di un certo spazio ha cardinalita maggiore o uguale
alla cardinalita di un qualsiasi insieme linearmente indipendente dello stesso spazio: non
possono dunque esistere soprainsiemi di B linearmente indipendenti.

(«<=) : Per dimostrare che tale insieme ¢ una base ci basta dimostrare che B genera V.
Sia allora v € V: se v € B ho finito in quanto v € Span(B); se invece v ¢ B allora conside-
riamo I'insieme BU{v} 2 B: essendo un soprainsieme di B non ¢ linearmente indipendente
per ipotesi, ma dato che B ¢ linearmente indipendente per ipotesi, si ha necessariamente
che v € Span(B) (infatti, per quanto visto a teoria: se X C V ¢ un insieme linearmente
indipendente e v € V, X U {v} & linearmente indipendente <= v ¢ Span(X)).

4.12 Esercizio 12

Sia V un K-spazio vettoriale e sia B C V. Dimostra che B ¢ base di V <= B ¢ un insieme
di generatori e minimale (ovvero non esistono sottoinsiemi propri di B che generano V).

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare separatamente le due frecce:

(=) : Ovvio in quanto se B & una base allora ¢ un insieme linearmente indipendente
e per quanto visto a teoria ogni insieme di generatori di un certo spazio ha cardinalita mag-
giore o uguale alla cardinalita di un qualsiasi insieme linearmente indipendente dello stesso
spazio: non possono dunque esistere sottoinsiemi di B che generano V.

(«<=) : Per dimostrare che tale insieme & una base ci basta dimostrare che B ¢ linear-
mente indipendente. Per farlo prendiamo una combinazione lineare nulla di elementi di B:
sia allora f : B — K una funzione a supporto finito. La combinazione nulla ¢ fatta come
segue: 0 = vy = _p f(v)v vogliamo dimostrare che f = 0 (& I'applicazione nulla).
Supponiamo per assurdo che esista vg € B tale per cui f(vg) # 0, allora posso esplicitare
dalla somma wvg: v = —% 2 veB—{uy} f (V) = vo € Span(B — {vo}). Ma per quanto
visto a teoria se X C V e v € V tale che v € X allora Span(X) = Span(X — {v}): nel
nostro caso quindi Span(B) = Span(B — {vg}), ma per ipotesi Span(B) = V, quindi si
avrebbe Span(B — {vo}) = V, ma cio ¢ assurdo in quanto B — {vg} C B e per ipotesi non
esistono sottoinsiemi propri di B che generano V. Quindi f = 0, ovvero B ¢ linearmente
indipendente.
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5 Esercitazione 09-11-2021

5.1 Esercizio 1

Sia V' un K-spazio vettoriale. Dimostrare che vy, ..., v, sono linearmente indipendenti <=
dimSpan(vy, ...,v,) = n.

Dimostrazione. Dimostriamo le due frecce separatamente.

(«<=) Poiché vy, ..., v, generano Span(vy, ..., v,) e dimSpan(vy, ..., v,) = n, 1 vettori vy, ..., v,
sono una base di Span(vi,...,v,) = n e dunque sono linearmente indipendenti.

(=) Poiché vy, ..., v, generano Span(vy, ..., v,) e sono linearmente indipendenti per ipotesi,
essi sono una base di Span(vy, ..., v,), che ha dunque dimensione n.

5.2 Esercizio 2

Sia f : V — W un’applicazione lineare, e siano vy, ...,v, € V. Allora f(v1), ..., f(v,) sono li-
nearmente indipendenti <= vy, ..., v, sono linearmente indipendenti e Ker f e Span(vy, ..., v,)
sono in somma diretta.

Dimostrazione. (=) Siano ay,...,a, € K. Sia ajv; + ... + apv, = 0 una combinazione

lineare nulla di vy, ..., v,, voglio far vedere che necessariamente a; = ... = a, = 0. So che
0= f(0) = f(avi+...4anvyn) = a1 f(v1)+...+a, f (v, ),ma dato che per ipotesi f(v1), ..., f(vn)
sono linearmente indipendenti, si ha che a; = ... = a,, = 0, e dunque anche vy, ..., v, sono

linearmente indipendenti.

Per far vedere invece che la somma ¢ diretta, sia v € Kerf N Span(vy,...,v,), allora
Jdai,...,an, € K tec. v = ajv1 + ... + apv, (in quanto v € Span(vy,...,v,)). Applicando
f atale v si ottiene f(v) = a1 f(v1)+...+anf(v,) =0 (in quanto v € Kerf). Ma allora ab-
biamo una combinazione lineare nulla di f(v1), ..., f(vs), che sono linearmente indipendenti
per ipotesi, dunque a; = ... = a, =0, e v = a1v1 + ... + a,v, = 0. Questo dimostra che
Kerf e Span(vi, ...,v,) sono in somma diretta (Kerf N Span(vy,...,v,) = {0}).

(<) Sia0=aif(v1) + ... +anf(vn) = f(a1v1 + ... + av,) una combinazione lineare nulla
di f(v1)y ..., f(n), con aq,...,a, € K. Allora ajv; + ... + apv, € Kerf N Span(vy,...,vy,)
(in quanto ¢ combinazione lineare di vy, ...,v, e quando valuto con f da come risultato 0,
quindi € Kerf), ma per ipotesi tale intersezione contiene solo {0} = ajv; + ... + anv, =0,
ma sempre per ipotesi vy, ..., v, sono linearmente indipendenti, quindi ¢y = ... = a,, = 0, da
cui segue che anche f(v1),..., f(v,) sono linearmente indipendenti.

5.3 Esercizio 3

SiaV =53 C M(3,R) e sia

Si completi tale insieme a base di V.

Procedimento: Poiché sappiamo dalla teoria che S3 ¢ un sottospazio vettoriale di dimen-
sione 6, dobbiamo aggiungere a X almeno 3 matrici che non appartengono allo Span delle
precedenti.

Verifichiamo prima che A, B e C siano linearmente indipendenti: siano dunque «, 3,7 € R e
sia « A+ BB+~C = 0 una combinazione lineare nulla di elementi di X. Vogliamo dimostrare
che «, B, sono tutti nulli. Descriviamo la matrice ottenuta da tale combinazione lineare:

—a+28—v a—pf 2~y
aA+ B +~C = a—pf —20+ 48+ a—f
2~ a—p —a+28—7

Tale matrice e uguale alla matrice nulla se e solo se tutti i coefficienti della matrice sono
uguali a zero. Dal coefficiente in riga 3 e colonna 1 otteniamo 2y = 0, che implica v = 0,
mentre dai coeflicienti in riga 1 e colonna 1 e in riga 1 e colonna 2 otteniamo —a + 28 =0
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ea—pF =0 <= a=p=0. Quindi tutti i coefficienti sono nulli e le tre matrici sono
linearmente indipendenti. Cerchiamo ora di costruire una matrice D simmetrica che non
appartenga a Span(A, B, C). Notiamo che per ogni matrice appartenente a Span(A, B, C),
il coefficiente a12 = ao3: affinché dunque D non appartenga a tale Span, essa deve avere i
coefficienti a5 € aggz distinti. Un esempio di matrice che rispetta tale proprieta e

0 1 0
D=1 0 2
0 2 0

Adesso dobbiamo procedere come prima, costruendo una matrice £ non appartenente a
Span(A, B,C, D). Descriviamo innanzitutto come & fatto Span(A, B,C, D), descrivendo
una qualsiasi combinazione lineare di queste 4 matrici: sia dunque § € R, la combinazione
aA+ BB+ ~C + 6D ¢ fatta come segue:

—a+28—v a—p+96 2
aA+ BB+~+C+ 6D = a—pF+6 —2a+4+48+y a—p+26
2~y a—0B4+20 —a+28-—vy

Trovare una matrice non appartenente a Span(A, B, C, D) significa cercare una matrice che
non rispetti almeno una di quelle condizioni. In particolare notiamo che per ogni matrice
appartenente a Span(A, B, C, D), il coefficiente a;; e il coefficiente ass sono uguali: basta
dunque cercare una matrice simmetrica che abbia quei due coefficienti diversi! Un esempio
di tale matrice ¢ la seguente:

1 0 0
E=10 0 O
0 0 -1

Per finire di completare a base X ci basta trovare un’ultima matrice F', simmetrica e non
appartenente a Span(A, B,C, D, E): difatti, cosi facendo, avremo 6 matrici linearmente
indipendenti, e avremo trovato una base di S3 (in quanto se V' & uno spazio vettoriale di
dimensione n e in V trovo n vettori linearmente indipendenti, allora essi sono una base di
V). Procediamo cercando I'ultima matrice.

Descriviamo come prima Uinsieme Span(A, B,C, D, E): sia allora ¢ € R un quinto coeffi-
ciente. Consideriamo una qualsiasi combinazione lineare di A, B,C, D, E, essa sara fatta
come segue:

—a+28—v+e€ a—pB+90 2y
aA+ BB+~vC+ D +€eF = a—pB+96 —2a+46+~ a— [ +2
2y a—p+20 —a+28—v—c¢

In questo caso trovare una relazione tra i coefficienti sembra piu difficile: tentiamo di co-
struirla noi! Notiamo che ’elemento di posto ai; sommato all’elemento di posto asz da
come risultato —2a + 43 — 2, che non ¢ niente di meno che la differenza tra 1’elemento
di posto a1 €i % dell’elemento di posto ai3. Ma allora abbiamo trovato una relazione tra
i coefficienti delle matrici contenute in Span(A, B,C, D, E): se riusciamo a costruire una
matrice tale per cui a11 + az3 # a1 — %alg abbiamo vinto. Una matrice di questo genere e
ad esempio:

1 1 1
F=1]1 11
1 11

Siamo dunque riusciti a completare I'insieme X a base e il risultato finale & dato dall’insieme
{A,B,C,D,E,F}.

N.B. Alle volte completare a caso (pilt verifica diretta) & molto pilt efficiente! E raro che
scegliendo a caso una matrice la si ottenga appartenente allo Span delle precedenti (e se
succede, hai tanta tanta sfiga).

5.4 Esercizio 4

Sia tr : M(2,3,R) — R T’applicazione traccia e sia V = Ker(tr) (dimV = 5 in quanto
per la formula delle dimensioni abbiamo che dimM (2,3, R) = dimIm(tr) + dimKer(tr),
I'immagine della traccia ha dimensione 1, in quanto la traccia € un omomorfismo surgettivo,
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la cui immagine ¢ R (che ha dimensione 1 su R), e la dimensione di M(2,3,R) ¢ 6). Sia
inoltre X C V formato da:

1 1 0 2 1 1 0 -1 -2
X:{A:(2 -1 1>’B:<0 —2 1)’02(—1 0 —2)}

Completare X a base di V.

Procedimento: Come prima: verifichiamo innanzitutto che le tre matrici sono linearmente
indipendenti. Siano allora a, 3,7 € R e sia «A + B + vC' = 0 una combinazione lineare
nulla di elementi di X. Vogliamo dimostrare che «, 8, sono tutti nulli. Descriviamo la
matrice ottenuta da tale combinazione lineare:

_(a+28 a+B-vy B-2v
aA+6B+70_<2a—7 —a—28 a+p—2y

Con semplici passaggi algebrici si vede che « = f = v = 0, che dimostra 'indipendenza
lineare delle tre matrici. Tentiamo ora di completare a base scegliendo due matrici di taglia
2 x 3 a traccia nulla completamente a caso. Siano D, E le due matrici:

2 3 0 5 0 13
D_(O -2 1>’E_(2 -5 O)
Verifichiamo l'indipendenza lineare delle 5 matrici: siano allora §,¢ € R e sia

aA+ BB+ ~vC + 6D + eFE = 0 una combinazione lineare nulla di A, B,C, D, E. La matrice
definita dalla combinazione lineare e

(o +28+25 4+ e oa+pB—v+30 B —2v+13¢
aA+ﬂB+’YC+5D+€E< 200 — 7y + 2¢ —a—28—-20—5¢ a+B—-2y+0
Tale matrice ¢ uguale alla matrice nulla se e solo se ogni elemento in una qualsivoglia
posizione ¢ 0. Con semplici passaggi algebrici si verifica che o = =7 =§ = ¢ = 0, che
dimostra I'indipendenza lineare delle 5 matrici e che ci assicura dunque che {4, B,C, D, E}
¢ una base di V.

5.5 Esercizio 5, anche detto ”1’esercizio infinito”

2 1 1
Sia f : R3 — R3 definitada f =L4,dove A= | 0 —2 0 |. Dimostra che:
-1 1 2

i) 3 U sottospazio di R? di dimensione 1 f-invariante.

ii) 3! W sottospazio di R?® di dimensione 2 f-invariante.

Definizione: Un sottospazio U di uno spazio vettoriale V' si dice f-invariante rispetto ad un
omomorfismo di spazi vettoriali f : V' — W, con W un altro spazio vettoriale, se f(U) C U.

Dimostrazione. i) Questa ¢ una dimostrazione di esistenza e unicita, quindi dovremo in
un primo momento mostrare l'esistenza di tale sottospazio fornendo un esempio e succes-
sivamente affermare che esso & unico. Sia allora U C R? un sottospazio di dimensione 1
f-invariante. Allora 30 # uy € R3 tale per cui U = Span(up).

Dunque f(U) = f(Span(ug)) = Span(f(ug)) per la linearitd di f, ma per f-invarianza
f(U) c U, e quindi Span(f(ug)) C U. Per quanto visto a teoria se X e Y sono sottoin-
siemi di uno spazio vettoriale V allora SpanX C Y <= X C Y. Quindi f(up) € U ma
visto che U & generato da ug, questo succede <= I\ € R tale per cui f(ug) = Iuy <
f(up) — Aug = 0. Notiamo che possiamo riscrivere 1'ultima uguaglianza nel seguente modo:
(f — Nidgs)(up) (stiamo cio¢ valutando la funzione f — Midgs nel vettore ug). Ma allora
questo implica che ug € Ker(f — \idgs).

Poiché sia f che idgs sono applicazioni lineari, anche la loro differenza lo &, e quindi, come
ogni applicazione lineare, ¢ rappresentabile tramite una matrice (ovvero f—Aidgs = La_x15),

100
che ¢ esplicitamente A — A3, dove I3 = (0 1 0
0 01
Trovare ker(f — Aidgs) ¢ equivalente a trovare le soluzioni di (A — AI3)X = 0, dove
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x
X=|y]| eR3.
z
Descriviamo dunque la matrice A — Al3:

2—A 1 1
A— N3 = 0 —2-A 0
-1 1 2—A
x
Tale matrice, se moltiplicata per un vettore X = | y | e uguagliata al vettore nullo, da
z

origine al seguente sistema:

2-Nz+y+z =0

(=2—=Ny =0

—z4+y+(2-XNz =0
del quale vogliamo trovare le soluzioni. Notiamo che nella seconda equazione abbiamo un
prodotto uguale a 0. Poiché il prodotto ¢ tra elementi di R (che & un campo e quindi un

dominio) vale la legge di annullamento del prodotto: ci troviamo davanti a due casistiche
da affrontare:

) A=-2
dx +y+ 2 =0
—rx+y+4z =0
risolvendo questo sistema si scopre che ha per soluzione tutti i vettori di R3 del tipo:
3 3
z 5% 5
_ _ 17, | _ 17
X=ly|=|-%=2|=2|—-%
z z 1
3
5
ovvero: Ker(f+2idgs) = Span —% che ¢ il sottospazio che stavamo cercando all’inizio:
1
3
A7
U = Span | —%
1
2)y=
2=-Nz+z =0
-4+ (2-XNz =0
Cercando di risolvere questo sistema otteniamo (1 + (2 — A\)?)xz = 0, che & soddisfatta

solo per z = 0 in quanto il coefficiente € sempre positivo. Ma allora anche z = 0 e 'unica
soluzione di questo sistema ¢ il vettore nullo. Ovviamente non esiste nessun U sottospazio
di dimensione 1 e f-invariante che sia generato dal vettore nullo, quindi questo secondo
caso non ci da soluzioni. Abbiamo cosi anche dimostrato I'unicita di tale sottospazio (quello
generato se A = —2), richiesta nella tesi.

Osservazione: Se A # —2 allora f — Aidgs € un isomorfismo, in quanto abbiamo appena
dimostrato che Ker(f — Aidgs) = {0} (quindi I’applicazione ¢ iniettiva) e per la formula
delle dimensioni dimIm(f — Nidgs) = dimR3 = 3, ma poiché lo spazio d’arrivo ha la stessa
dimensione dell’immagine, questi si eguagliano e ’applicazione risulta anche surgettiva.

Dimostrazione. ii)
Osservazione: Siano f,g : V. — W due applicazioni lineari che commutano, cioe tali
per cui fog = go f; allora Kerg e Img sono f-invarianti. Difatti se v € Kerg allora

30



g(f(v)) = f(g(v)) = f(0) =0 = f(v) € kerg = f(Kerg) C Kerg. Se invece w € Img,
allora Jv € V tale per cui g(v) = w, ma allora:

f(w) = f(g(v)) = g(f(v)) € Img = f(Img) C Img

Nel nostro caso abbiamo che g = f — Aidgs commuta con f, difatti f(f — Nidgs) = f? —
M (idgs) = f2 — Af = (f — Aidgs)f. Dunque, per 'osservazione precedente Ker(f — \idgs)
e Im(f — Aidgs) sono f-invarianti. Se quindi A = —2 Im(f + 2idgs) ¢ f-invariante (In
generale idy, f, f2, 3, ... commutano con f come pure tutte le loro combinazioni lineari).

4 1 1 1
Ecco che Im(f + 2idgs) = C(A+2I3) = Span(| 0 |,10],]0]), ma 0] &linearmen-
-1 1 4 4
1
te dipendente con [ 0 | e | 0], ovvero appartiene al loro Span: la combinazione lineare
-1 1
1 4 1
che genera [0 ] ¢ —% 0|+ 15—7 0] (che ha senso in effetti, dato che abbiamo visto
4 -1 1
che il nucleo ha dimensione 1: I'immagine non avrebbe potuto avere dimensione 3 per la
4 1
formula delle dimensioni di nucleo e immagine!). Sia dunque W = Span(| 0 |,|0]):
-1 1

W ha dimensione 2 ed & f-invariante per 'osservazione di prima (ovvero ¢ I'immagine di
un’applicazione che commuta con f). In piu si dimostra facilmente con inclusione e ugua-
4 1
glianza dimensionale che Span(| 0 |, [0 ]) = Span(e1,es3) (infatti & ovvia I'inclusione C
-1 1
e i due sottospazi hanno la stessa dimensione). Abbiamo dunque trovato un sottospazio di
dimensione 2 f-invariante!
Dimostriamo ora 'unicita di tale sottospazio W: supponiamo che esista un altro sotto-
spazio W; C R?® di dimensione 2, f-invariante e W; # W. Dal momento che i due sot-
tospazi sono f-invarianti, anche la loro intersezione ¢ f-invariante, difatti f(W) C W,
fWy) c Wy = f(WinW) c Wy nW. (L'idea per la risoluzione dell’esercizio ¢ in
primo luogo chiedersi come & fatta questa intersezione, producendo poi un assurdo: W7 e
W sono due piani diversi di R? che passano per I'origine: Iintersezione ¢ dunque una retta,
per di pitt f-invariante... Ma per il punto 7) sappiamo che esiste un’unica retta f-invariante,
ovvero U... ma andiamo per gradi...).
Dimostriamo che effettivamente la dimensione di W7 N W & 1: Le possibili dimensioni che
tale intersezione puo avere sono 3: 0,1,2.
Se l'intersezione avesse dimensione 2 allora W D Wy N W C Wi e per uguaglianza dimen-
sionale W = Wy, ma cio ¢ assurdo per ipotesi.
Se invece avesse dimensione 0, poiché esiste un unico sottospazio di dimensione 0, si avrebbe:
dimWiNW =0 < WyNW = {0}. Siano allora wy,wy € W e 21,20 € W; due basi
rispettivamente di W e di W7; consideriamo allora i 4 vettori wi, ws, 21, 22: dimostriamo che
sotto l'ipotesi dimW; N W = 0 essi sono linearmente indipendenti (che & assurdo in quanto
sono 4 vettori di R3). Siano allora «, 3,7, € R e consideriamo la combinazione lineare
nulla aw; + Bws + v21 + d22 = 0: riscrivendola come aw; + fwy = —yz1 — dz2 otteniamo
che a sinistra ¢’e¢ un elemento di W e a destra un elemento di Wy, allora sia aw; + Sws che
—~2z1 — 829 appartengono a Wi N W, che & il solo {0} per ipotesi, quindi aw; + Bws = 0
e —yz1 — 022 = 0, ma w; e wy sono linearmente indipendenti in quanto sono una base di
W, dunque necessariamente o = 8 = 0 (stesso ragionamento per ottenere che v = § = 0).
Abbiamo cosi che 'unica combinazione lineare nulla di w1, ws, 21, 22 ¢ quella con coefficienti
tutti uguali a 0, che ci porta a dire che wy,ws, 21, 22 sono linearmente indipendenti, il che e
assurdo in quanto sono 4 vettori di R3.
Siamo dunque giunti alla conclusione che dimW; N W = 1 = l’intersezione tra W e W3
¢ una retta f-invariante di R3. Ma come avevamo gia visto, 'unica retta f-invariante & il

3
5
sottospazio U del punto i) = WiNW = U, ma cio ¢ assurdo in quanto U = Span —1—57
1
3
5
e il vettore —g ¢ W poiché W = Span(eq,e3) e ogni vettore appartenente a questo
1
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Span ha la seconda coordinata nulla. Quindi non puo esistere un altro sottospazio Wi C R3
di dimensione 2 e f-invariante: ecco dimostrata I'unicita di W.
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6 Esercitazione 12-11-2021

6.1 Esercizio 1

1
Sia f : R3 — R3 definita da f = Ly, dove A = 0 —2 0] la stessa applicazione
2

dell’esercizio 5 dell’Esercitazione precedente. Calcolare dszentr( f) (vedi sotto per defini-
zione).

3
. . . . . 517
Soluzione: osserviamo innanzitutto una cosa fondamentale: siano U = Span [ —% | e
1
W = Span(ey,es) i due sottospazi dell’esercizio 5 dell’Esercitazione precedente. E ve-

ro che R? = U @ W in quanto lintersezione tra U e W ¢ banalmente {0}, dato che in
3
A7

W = Span(ey,e3) tutti i vettori hanno la seconda coordinata nulla e in Span —= | l'u-
1
0
nico vettore che ha la seconda coordinata nulla ¢ | 0 |; inoltre, per definizione, U + W =
0
3 3
5 5
Span(U U W) = Span(Span(e1,es) U Span(| —+ |)) = Span(ei,es, | =5 |): dato che
1 1
3 3
5 %7
e1,e3, | =% | sono linearmente indipendenti (e; ¢ non nullo, es ¢ Span(ei) e | —% | ¢
1 1

Span(ey, ez)) essi formano una base di R? in quanto sono tanti quanto & la dimensione di R3.

Definizione: Sia f € End(V), il centralizzatore di f &:

Centr(f) ={g € End(V)|fog=go [}

Inoltre Centr(f) ¢ un sottospazio vettoriale di End(V'), infatti:

- L’applicazione nulla gli appartiene in quanto 0o f = fo0 = 0.

- Se h,g € Centr(f), allorahof = fohegof = fog. Maallora (g+h)of =gof+hof=
fog+ foh=fo(g+h): quindi Centr(f) & chiuso per somma interna.

- Siano A € Ke g € Centr(f), allora gof = fog. Maallora (Ag)of = Agof = Afog = fo(Ag)
(dove questo ultimo passaggio ¢ giustificato dal fatto che f sia omogenea in quanto applica-
zione lineare): quindi Centr(f) & chiuso per prodotto per scalari.

Abbiamo cosi dimostrato che Centr(f) ¢ un sottospazio vettoriale.

In generale trovare la dimensione del centralizzatore non & una cosa semplice: quando verra
affrontata la forma canonica di Jordan le cose si semplificheranno. Ma in questo caso speci-
fico qualcosa possiamo dirlo :). Mostriamo prima di tutto una cosa importante in generale:
visto che idy e i multipli di ¢dy commutano naturalmente con ogni f € End(V) si ha che
Centr(idy) = Centr(Xidy) = End(V) (questa cosa non & utile ai fini dell’esercizio, ma &
comunque una nota interessante che & bene avere in mente).

Consideriamo ora (ancora in generale) il caso in cui V' abbia dimensione finita (sia es-
sa n). Allora, per quanto visto a teoria, fissata una base B C V, esiste un isomorfismo
ME : End(V) — M (n,K) che associa all’endomorfismo g la sua matrice associata M5 (g)
nelle basi B di partenza e B di arrivo. Per di piu, si & visto ancora a teoria che se scegliamo
la stessa base sia in partenza che in arrivo, I'isomorfismo non & solo di spazi vettoriali, ma
lo & anche di anelli (rispetta allora anche il prodotto): se alla relazione di commutazione che
definisce il centralizzatore di f (che coinvolge delle composizioni) applichiamo l'isomorfismo
(non ¢ ambiguo, stiamo applicando un isomorfismo a un sottospazio), giungeremo ad un
sottospazio che coinvolgera i prodotti tra matrici: in altre parole, se passiamo alle matrici
associate agli endomorfismi, non avremo piu una relazione di commutazione dettata dall’o-
perazione di composizione, ma all’operazione di prodotto.

Sia allora A € M(3,R) la matrice associata alla nostra f: se applichiamo l'isomorfismo MZ
(dove in questo caso B = Cangs) a Centr(f) otteniamo Centr(A) = {B € M(3,R)|B-A =
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A - B} (che continua a essere un sottospazio di M (3,R)). Sappiamo dalla teoria che se tra
due spazi vettoriali esiste un isomorfismo, allora essi hanno la stessa dimensione: trovare la
dimensione di Centr(f) si riduce quindi a trovare la dimensione di Centr(A) (perché si &
fatto tutto questo casino? Perché lavorare sullo spazio delle matrici € molto piu facile che
lavorare sullo spazio degli endomorfismi!).

Cerchiamo di capire ora quali matrici appartengono a Centr(A): sicuramente gli appar-
tengono I3, A, A%, ..., A* ... k € N, ma abbiamo dimostrato che il centralizzatore & un
sottospazio, dunque anche ogni loro combinazione lineare appartiene a Centr(A), ovvero
Span (I3, A, A%, ..., A¥ ...) C Centr(A) (tradizionalmente Span(I3, A, A%, ..., A* ..) si rap-
presenta con il simbolo K[A], perché una loro combinazione lineare sembra quasi un polino-
mio). Notiamo che I'insieme di generatori dello Span ¢ infinito, perd Centr(A) & finitamente
generato, in quanto sottospazio di M (3,R), e quindi anche Span(Is, A, A%, ..., A* ...) = K[A]
¢ finitamente generato: ¢ possibile quindi estrarre una base di K[A] da I3, A, A% ..., A ..
(rivedere Esercizio 10, Esercitazione del 04-11-2021).

Esplicitamente abbiamo che

2 1 1
A= 0 -2 0
-1 1 2

e sappiamo che Centr(A) D K[A]: vogliamo estrarre una base di questo sottospazio da
I3, A A% ... Ak ... Ci chiediamo allora che matrici contiene K[A]: sicuramente K[A] con-
tiene I3, A, A%2. Dobbiamo allora esplicitamente trovare A2:

1
A2=a-A=|0 -2 0 0 -2 0] =
2

~1 1 2/ \-1 1
2.241-041-(-1) 2:14+1-(=2)+1-1 2.141-04+1-2 3
=(0-24(=2)-040-(=1) 0-14+(=2)-(=2)+0-1 0-1+(=2)-0+0-2|={ 0
~1:241-042-(=1) —1-2+41-(=2)+2-1 —1-14+1-0+42-2 —4

Notiamo ora che I3 # 0 e A ¢ Span(I3) (basta notare che fuori dalla diagonale non ha tutti
zeri): sicuramente Is e A sono due matrici linearmente indipendenti. Ci chiediamo ora se
I3, A, A% sono linearmente indipendenti, ovvero vogliamo verificare se A% ¢ Span(I3, A).
Prendiamo allora una combinazione lineare di I3 e A: siano «, € R e sia al3 + SA la
combinazione di sopra: descriviamola formalmente con i coefficienti:

1 0 0 2 1 1 a+28 8 B
als+BA=al|0 1 0|+ 0 -2 0] = 0 a—23 0
0 0 1 -1 1 2 -8 Jé; a+25

notiamo che il coefficiente di posto a2 e il coefficiente di posto a;3 sono uguali: condizione
necessaria di appartenenza a Span(I3, A) ¢ dunque che a12 = a13. Vediamo subito allora che
A% ¢ Span(I3, A) in quanto quei due coefficienti sono diversi (in particolare a;2 = 1 e a13 =
4). Ne segue che I3, A, A% sono linearmente indipendenti. Andiamo avanti: sicuramente K]t]
contiene anche A3, definiamolo allora esplicitamente:

3 1 4 2 1 1
A =A%2-A=0 4 0 0 -2 0f =
-4 -1 3/ \-1 1 2
3.241-0+4-(-1) 3-141-(=2)+4-1 3-1+1-0+4-2
= 0-2+4-04+0-(-1) 0-14+4-(=2)+0-1 0-1+44-040-2 =

—4-24(=1)-0+43-(=1) —4-14(=1)-(=2)+3-1 —4-1+(=1)-043-2

Ci chiediamo ora se I3, A, A%, A3 sono linearmente indipendenti, ovvero vogliamo verificare
se A3 ¢ Span(I3, A, A?). Prendiamo allora una combinazione lineare di I3, A e A?: siano
a, v € R e sia als + BA+ vA? la combinazione di sopra: descriviamola formalmente con i
coefficienti:

1 0 0 2 1 1 3 1 4
als +BA+yA*=a |0 1 0)+8 0 —2 0)+~4( 0 4 0f=
0 0 1 -1 1 2 -4 -1 3
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a+28+3y B+ B+ 4y
= 0 a— 2B+ 4y 0
—B — 4y B—7 a+28+3y

Poniamo ora i coefficienti di questa matrice uguali ai coefficienti di A3: si origina un sistema
lineare di 9 equazioni in 3 incognite:

a+28+3y=2
B+v=5
B+4y=11
0=0
a—28+4y=-8
0=0
—B—dy=—11
B-—v=1
a+28+3y=2

Magia delle magie: questo sistema ammette soluzione! Con semplici passaggi algebrici
arriviamo infatti alla soluzione o = —10, 3 = 3 e v = 2. Ma allora A% € Span(I3, A, A?)
e quindi I3, 4, A%, A% sono linearmente dipendenti: la combinazione lineare che genera A®
¢ A3 = —10I3 + 3A + 2A%. Andando avanti ci troviamo ad affrontare il caso A*: do-
vremmo esplicitare la matrice e verificare successivamente se essa appartiene o meno a
Span(I3, A, A%)... ma & davvero utile? Non possiamo dire nulla su A%? Si, possiamo. Sap-
piamo infatti che A* = A%- A, ma abbiamo detto prima che A% = —10I5+3A4+2A2, dunque
At = (—1013+3A+2A%)- A= 104 +3A2 + 243 = —10A + 342 +2(—10I3 + 3A+2A?) =
—2013 — 4A + 7A2. Dunque anche A* € Span(I3, A, A?). Con lo stesso ragionamento si
dimostra per induzione che Vn > 3 A" € Span(I3, A, A%). Ma abbiamo quindi trovato
una base di K[A]: infatti K[A] & generato da tutte le potenze di A, ma abbiamo dimostra-
to che tutte le potenze di A sono generate da I3, A, A> = K[A] & generato da I3, A, A%
Per di pilt I3, A, A? sono linearmente indipendenti: essi formano una base di K[A4]. Quindi
dimK[A] = 3. Ma sapevamo che K[A] C Centr(A) = dimCentr(A) > 3 perché contiene
un sottospazio di dimensione 3.

Cerchiamo ora di capire come & fatta una matrice di B € Centr(A): ricordiamo che cid
significa che B- A = A- B. Ma allora anche le applicazioni lineari associate a A e B, ovvero
LpoLpg = LpoLy (ricordiamo che il passaggio da matrice ad applicazione & un isomorfismo
di anelli: si conservano le operazioni!). Avevamo visto nell’Esercizio 5 della scorsa esercita-
zione (osservazione di dimostrazione ii)) che se due applicazioni lineari commutano allora il
nucleo e I'immagine dell’una sono invarianti rispetto all’altra.

Nel nostro caso particolare B commuta con A, ma commuta anche con I3 (sempre) => B
commuta con tutte le matrici del tipo A — A3, YA € R peer le proprieta di gruppo (pit in
generale Span(Is, A) C Centr(B)): perché ci interessa? Perché per quanto visto nell’Eserci-
zio 5 della scorsa esercitazione, U era il nucleo di una matrice del tipo A — XI5 (con A = —2)
e W era I'immagine di una matrice del tipo A— A3 (ancora con A = —2): U = Ker(A+213)
e W = Im(A + 2I3). Per quanto detto poc’anzi U e W sono Lp-invarianti (perché sono il
nucleo e 'immagine di L4 che commuta con Lg). Vogliamo ora tentare di dare una forma
piu esplicita della matrice B.

Per esempio: possiamo capire come ¢ fatta la prima colonna B' = B -e; = Lp(e):
e1 € W = Span(ei,es) e poiché W ¢ Lp-invariante, Lg(e1) € W per definizione, ov-
«
vero Ja, 8 € R tali che Lg(e;) = B-e; = | 0|. La stessa cosa la possiamo fare con
B
B? = B-e3 = Lp(e3): e3 € W = Span(ey, e3) e poiché W & Lg-invariante, Lg(e3) € W per
Y
definizione, ovvero 3,6 € R tali che Lg(ez) = B-e3 = | 0 |. Possiamo dunque iniziare a
)
scrivere la matrice B in coefficienti:
a x
0 = 0
B x 0
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dove la seconda colonna ¢ ancora un punto di domanda. Notiamo che la matrice B ha due
zeri dove li aveva anche la matrice A.

3

. N . . . 517 . .

Ragionando anche U ¢ Lp-invariante: chiamando [ —%- | = wo possiamo avere un’in-
1

formazione su quanto vale Lg(ug) = B - up: poiché se applichiamo Lg a un vettore di U

rimaniamo dentro U e U = Span(ugp), necessariamente B - ug € Span(ug), ovvero I\ € R

tale per cui B - ug = Aug.

Torniamo alla colonna centrale... Sappiamo che essa ¢, per la teoria, B - e = Lpg(ea),
tuttavia avevamo dimostrato all’inizio che R3 = U @ W = esiste una combinazione lineare
di ug, e1, es che genera e;! In particolare la combinazione cercata &

eg = (1) —ie—iu + —e
) Tttt

Ma allora sappiamo scrivere B - es in funzione di prodotti noti:

3 5 5 3 5 5
B.eo=B (—e —— Zex)=—"—B.ej— —B- ~B.
e=B-(ga-qutge)=gla-gButypbe
che esplicitamente e
3 3 3 5
3 [@ 5 A 5 (7 T — A+ Y
B A 5 EB—-SA+ 50
Ma allora adesso sappiamo perfettamente come ¢ fatta la matrice B:
@ %a — %)\ + 1%7 vy
B=10 A 0

B EB—-2A+36 6

Notiamo che questa matrice dipende da 5 parametri: «, 3,7, d, A; ma poiché B & una qualsiasi
matrice appartenente a Centr(A), abbiamo che ogni matrice di Centr(A) ¢ completamente
determinata da 5 parametri liberi di variare in R, ovvero dimCentr(A) < 5, infatti abbiamo
scoperto che B appartiene allo Span delle 5 matrici ottenute separando i contributi dei sin-
goli parametri, ma poiché B & un elemento di Centr(A), ne segue che Centr(A) ¢ contenuto
nello Span delle 5 matrici di prima, ed essendo esse linearmente indipendenti (mi rifiuto di
dimostrarlo :)), la dimensione di quello Span & 5.

Sappiamo dunque che dimCentr(A) = 3,4, o 5. Perd non abbiamo ancora trovato la solu-
zione, dobbiamo proseguire. Non abbiamo ancora sfruttato un fatto importante: la commu-
tativitd di B con A. Vediamo allora cosa succede quando moltiplichiamo la matrice B - A
con il vettore e; (che equivale applicare LgoLg ae1): A-B-e; = B-A-ey. Sviluppiamo i
due membri separatamente. A sinistra si ha

« 2 1 1 « 20+ 8
A-B-egy=A-(B-e;)=A-|0]=|0 -2 0 0] = 0
B -1 1 2 Ié] —a+ 28
Mentre a destra abbiamo
2 a Fa— A+ 3y v 2 200 —
B-A-eg=B-(A-e1)=B-[ 0 ]=10 0)-1 0| = 0
~1 B EB-3A+36 6 —1 28 -4

Ma dal momento che questi due valori sono uguali, otteniamo alcune relazioni tra i coef-
ficienti: in particolare, dalla prima coordinata otteniamo 2o+ = 2o — v = B = —7,
mentre dalla terza coordinata otteniamo —a+28 =28 — 6§ = « = J. Ma quindi 5 e v non
erano liberi, anzi, erano legati 'uno a ’altro. Lo stesso vale per « e §. Ma allora il numero
di variabili libere, da 5, si riduce a 3 e la matrice B assume la forma

3 3 5
B=1|0 A 0
B EB-2A+2a a
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e separando il contributo di ogni parametro otteniamo che

3 5 3
1 3% 0 0 -3 -1 0 —5= 0
B=al|0 0 O0]+p|0 0 O |+Xx|10 1 O
5 3 5
0 ¢ 1 I 5= 0 0 -3 0

Da qui, con lo stesso ragionamento di sopra, possiamo affermare che dimCentr(A) < 3 (&
facile dimostrare che queste tre matrici sono linearmente indipendenti, infatti si noti che una
loro combinazione lineare & data proprio da B e questa & nulla solo se tutti i coefficienti sono
nulli, ma dall’elemento by si ottiene necessariamente che o = 0, da by3 si ottiene necessaria-
mente che 8 = 0, mentre da byy che A = 0). Ma avevamo dimostrato che dimCentr(A) > 3
= per doppia disuguaglianza possiamo finalmente affermare che dimCentr(A) = 3 e poiché
dimCentr(A) = dimCentr(f) si ha che dimCentr(f) = 3.

Per di pillt avevamo dimostrato in precedenza che Span(I3, A, A?) C Centr(A), ma dato
che entrambi hanno dimensione 3, per contenimento e uguaglianza dimensionale si ha che
Span(I3, A, A%) = Centr(A): abbiamo dunque scoperto chi & Centr(A): tutte e sole le
matrici che commutano con A sono tutte le combinazioni lineari di Is, A e A%. Tramite
I'isomorfismo sappiamo anche chi & Centr(f): Centr(f) = Span(idgs, f, f?) (A% — f? per
I'isomorfismo di anelli). Conosciamo quindi anche una base di Centr(f) che & idgs, f, f2.

6.2 Esercizio 2

. 1 2 1 2 . s
Siano A = (4 5 2) € M(2,3,R)e B = <3 4) € M(2,R). Si determini il loro prodotto
(notare che non c’¢ ambiguita nella richiesta, in quanto le due matrici possono essere mol-
tiplicate solo in un modo, ovvero B - A: ricordiamo che affinché due matrici possono essere
moltiplicate tra di loro, il numero di colonne della prima deve essere uguale al numero di
righe della seconda: il prodotto A - B non ha dunque senso).

Soluzione: Ci aspettiamo che il risultato sia una matrice con 2 righe e 3 colonne. Ri-
cordiamo che per definizione B - A = (B - AY|B - A%|B - A3%). Determiniamo i 3 prodotti

separatamente:
1 (1 o2y (1y _ (1-1+2-4\ (9
B-A <3 4> <4>(3-1+4-4>(19>
2 (1 2\ (2 _ (1-242.5) (12
B-A _<3 4) (5>_(3-2+4-5>_(26>
a3 (1 o2\ (3Y _ (1-3+2-6) _ (15
B-A _<3 4 6) \3:3+4-6) \33
Ne segue quindi che la matrice prodotto B - A &
9 12 15
B-A=1{19 2 33)

Osservazione: Notiamo che lo stesso prodotto lo possiamo ottenere nel seguente modo:

(39

dove (1 2) = By e (34) = By (dove con B; si intende la i-esima riga di B): ovvero possiamo
pensare al prodotto tra matrici anche come a un prodotto riga per matrice, e non solo come
a un prodotto matrice per colonna.

Vogliamo allora dimostrare che € vero in generale che il prodotto riga per matrice e il
prodotto matrice per colonna sono uguali. Cerchiamo prima di tutto di capire come ¢ fatto
un prodotto riga per matrice: sia (1 ... Z,,) una riga di una matrice con m colonne e sia A
una matrice con m righe. Valutiamo (21 ... Z,,) - A: con un piccolo ragionamento si arriva
a concludere che questo prodotto eguaglia la combinazione lineare x1 Ay + ... + 2 Ay (s€ lo
si pensa come un prodotto matriciale risulta chiaro), che & lo speculare del prodotto matrice
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per colonna. Se dunque prendiamo la matrice B e la scriviamo con le sue righe (facciamo

B
che B abbia s righe): B= | ... | il prodotto B - A sara:
B;
By A
B-A=
Bs- A

In conclusione questo metodo ci da una forma esplicita di chi sono le righe del prodotto.

Osservazione: Nel caso in cui due matrici A e B possano essere moltiplicate in entram-
bi i versi (ovvero se A € M(m,n,K) e B € M(n,m,K) con n e m non necessariamente
distinti), non & detto che i due prodotti si assomiglino, anzi! Infatti, se m # n il prodotto
A - B dara una matrice di taglia m x m, mentre il prodotto B - A dara una matrice di taglia
n X n. Se invece m = n & possibile che i due prodotti siano uguali (ovvero che ci sia com-
mutativita, si pensi al centralizzatore dell’Esercizio 1), ma non ¢ sempre detto! Prendiamo

ad esempio le due matrici
0 1 0 0
(5 0) ¥= 1)

v =(50) (D)= 6 o)
war= (000 8- 0)

Questo mostra che i due prodotti sono, in generale, diversi. In realta questo esempio fa
vedere di pit: ovvero che M (n,K) & un anello non commutativo (lo & solo se n = 1, infatti
M(1,K) & una copia di K, che essendo un campo & un anello commutativo) e che per di pin
non ¢ un dominio (contiene dei divisori di 0).

Valutiamo i due prodotti

mentre

6.3 Esercizio 3

Siano A € M(m,n,K) e B € M(n,m,K) esia B-A il loro prodotto. Dimostra che (B-A4)" =
ATBT.

Dimostrazione. Definiamo B - A con la notazione delle colonne: B - A = (B - A'|...|B - A™).
Trasponiamo questo risultato: trasporre significa, in soldoni, prendere le colonne e farle
diventare righe, quindi, con la stessa notazione di prima, avremo:

(B-AHT
(B-A)T =
(B-AMT
sappiamo cosi come sono fatte le righe della trasposta di B - A. Vediamo ora, in dettaglio,
T
come ¢ fatta la prima riga di (B - A)T: definendo A' come A' = |...| e B come B =
In

(BY]...|B™) si ha che B - A! = ;B! + ... + 2, B". Trasponiamo ora quanto appena scritto:
sapendo che | & un’applicazione lineare avremo:

(B-AYT =(xyB* + ... +2,B")" =2(BY) + ...+ z,(B")"

ma questo risultato €, concordemente a quanto visto nell’Esercizio 2, proprio il prodotto tra
(1 ...7,) e BT, ovvero (B - A')T = (AY)T - BT. Si noti che l'aver scelto esattamente la
prima riga non € un caso specifico: lo stesso sarebbe accaduto scegliendo la seconda, la terza
o I'ultima. Quindi per ogni riga i di (B-A)T siavra: ((B-A)T = ((A") T - BT), ovvero

(AI)T . BT

(B-A)T =
(An)T.BT
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Ma adesso siamo esattamente nel formalismo dell’osservazione dell’Esercizio 2 di questa
esercitazione: abbiamo delle righe che vengono moltiplicate per la matrice fissa BT, in
particolare queste righe sono le righe di AT e quindi

(Al)T~BT
(B-A)T = =A".BT
(A")T~BT

Osservazione: se A € M(n,K) & una matrice invertibile (si ricorda che ogni matrice inverti-
bile & quadrata) e sia A~! la sua inversa, sappiamo che A- A~1 = A=1. A = [, e passando
alla trasposta si ha (A- A~ DT = (A H)T - AT =(A1- A)=AT .- (A HT =1 =1, ma
allora anche AT & invertibile e per di pilt la sua inversa & (AT)™1 = (A~H)T,

6.4 Esercizio 4
Siano A € M(m,n,K) e B € M(n,m,K) due matrici. Dimostra che tr(A - B) = tr(B - A).

Dimostrazione. Per dimostrare questa uguaglianza facciamo vedere che partendo con il
definire una delle due tracce si arriva a definire ’altra. Definiamo la traccia di A - B:

m

tr(A- B) = Z(ab)m‘

=1

dove con (ab);; indico I'elemento di A-B diriga i e colonna i. Per definizione, perod, 'elemento
di A- B diriga i e colonna 4 ¢ il prodotto tra la i-esima riga di A e la i-esima colonna di B:

t’I"(A . B) = i(ab)“ = zm:AIL 'Bi = iiazj . bji
=1

i=1 = i=1j=1

dove l'ultima uguaglianza si giustifica considerando la i-esima riga di A e la i-esima colonna
di B nel modo seguente:
‘ bii
Ai = (ail...am) B' =
bni
Ma ora K & un campo, quindi la somma & commutativa: posso scambiare l'ordine di
sommatoria:

DD b= ) bii-ay

n m
i=1j=1 j=14i=1

ma notiamo che Y ;" | bj; - a;; & il prodotto tra la j-esima riga di B e la j-esima colonna di
A (pensandola come prima, se A7 e B; sono fatte come segue

) a1j
A= .| B=(bj..bjm)
Amj
allora la cosa torna), quindi si avra:
n m n
> bjiraiy =) Bj: A
j=1i=1 j=1

che rappresenta la somma degli elementi di riga j e colonna j della matrice B - A, per
j € {1,...,m}, ovvero la somma degli elementi della diagonale di B - A, ovvero tr(B - A).
Ripercorrendo tutte le uguaglianze otteniamo

tr(A-B)=tr(B-A)
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6.5 Esercizio 5

Si riveda I’Esercizio 7 dell’esercitazione del 04/11/2021. Dimostrare che dimA, = "(%_1)

usando la formula di Grassmann (ancora sotto I'ipotesi che charK # 2).

Dimostrazione. Tramite I'Esercizio 4 dell’esercitazione del 26/10/2021 sappiamo che M (n,K) =
A, & S,. Per la formula di Grassmann si ha

dimM (n,K) = dim(A4, & S,) = dim(A4,) + dim(S,) — dim(A, N Sy)

ma dato che A, e S, sono in somma diretta, la loro intersezione & la sola matrice nulla
e dunque dim(A, N S,) = 0. Dato che nell’Esercizio 6 dell’esercitazione del 04/11/2021
avevamo dimostrato che dim(S,,) = w e sapendo dalla teoria che dim(M(n,K)) = n?
ne segue che
> n(n+1) n(n-—1)

22

dim(A,) =n

6.6 Esercizio 6

Siano U, W C R3 due sottospazi vettoriali tali che dimU = dimW = 2. Dimostrare tramite
la formula di Grassmann che essi si intersecano in almeno una retta.

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato nella seconda parte dell’Esercizio 5 della scorsa
esercitazione che i due sottospazi non possono intersecarsi in un punto, perché cio produr-
rebbe un assurdo (questione dell’indipendenza lineare di 4 vettori in R?). Dimostriamolo
ora con la formula di Grassmann: dal fatto che

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W)
otteniamo che
dim(UNW) =dim(U) +dim(W) —dim(U+W) =2+2—-dim(U+W) =4 —dim(U +W)

Poiché la somma di due sottospazi di uno spazio V' & un sottospazio di V, U + W C R? e
quindi dim(U + W) < dimR? = 3. Ma quindi

dim(UNW)=4—-dim(U+W)>4-3=1=dm(UNW) >1
ovvero l'intersezione ha dimensione ALMENO uguale a 1 (che € come dire che si intersecano
in almeno una retta).
6.7 Esercizio 7
Si dimostri che se R* D U = Span(ey,ez) e R* D W = Span(es, eq) allora UNW = {0}.

Dimostrazione. Per dimostrare che un’intersezione ¢ banale posso dimostrare che essa ha
dimensione nulla: tramite la formula di Grassmann abbiamo che

dim(U + W) = dimU + dimW — dim(U NW)

Ovviamente dimU = dimW = 2 in quanto e, e; & una base di U (e, e3 generano Span(eq, €3)
e per di piu sono linearmente indipendenti) e es, e4 ¢ una base di W (per lo stesso motivo
di prima).

Ma chi e U+W? Per definizione U+W = Span(UUW) = Span(Span(e1, e2)USpan(es,es)) =
Span(ey, e2, e3, e4), ma dal momento che sappiamo che e, ez, e3, €4 & la base canonica di R*,
si sa che U+ W = Span(e1, ez, e3,e4) = R* e quindi che dim(U +W) = 4. Sostituendo nella
formula di prima si ha che

dim(U N W) = dimU + dimW — dim(U + W) =2+2-4=0

il che dimostra la tesi.
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6.8 Esercizio 8
Si dimostri che Vg € Ry[t], 3!'p € Ry[t] tale che ¢ = p(0)t? + p(1)t4=1 + ... + p(d).

Dimostrazione. Essendo questa una dimostrazione di esistenza e unicita, dobbiamo dimo-
strare prima l’esistenza del polinomio e successivamente la sua unicita. Possiamo dimostrare
la tesi utilizzando un’opportuna applicazione lineare. Sia f : R4[t] — Rgy[t] che associa a
p > p(0)t? 4+ p(1)t?=1 + ... + p(d): tale applicazione & lineare in quanto &

additiva : se p, ¢ € Ry]t], allora

fo+a) =@+t "+ (p+ )W)t + ..+ (p+q)(d) =

=p(0)t? + p(1)t" " + ...+ p(d) + q(0)t + q(t*~ " + ..+ q(d) = f(p) + f(q)

omogenea: se p € Ry[t] e p € Ry[t], allora:

F(up) = (up)(0)t% + (up) (™" + ..+ (up)(d) = u(p(0)t? + p(1)t*" + ... + p(d)) = pf(p)

Notiamo che dimostrare la tesi significa dimostrare che f € un isomorfismo: infatti la sur-
gettivita dimostra ’esistenza del polinomio, mentre 'iniettivita ne dimostra l'unicita. Di-
mostriamolo allora :)

Poiché f va da uno spazio in sé stesso (¢ un endomorfismo), per quanto visto a teoria,
grazie alla formula sulle dimensioni ci basta dimostrare o che & iniettiva o che & surgettiva
(Puna implica laltra perché gli spazi hanno la stessa dimensione). Dimostriamo linietti-
vita, che di solito & piu facile: valutiamo allora Kerf: Kerf = {p € Ry[t]| f(p) = 0} =
{p € Ry[t] | p(0)te + p(1)t4=t + ... + p(d) = 0}, dove 0 & il polinomio nullo, ma dato che il
polinomio nullo ha tutti i coefficienti nulli si ha che p(0) = p(1) = ... = p(d) = 0. Abbiamo
scoperto allora che se p € Kerf allora ha almeno d + 1 radici, ma dato che per ipotesi p ha
grado leqd, I'unico polinomio di Ry[t] che "ha pil radici del suo grado” & il polinomio nullo
= Kerf = {0} <= f ¢ iniettiva <= f & surgettiva. Dunque f & un isomorfismo, il che
dimostra la tesi.

6.9 Esercizio 9

1
Sia g : Ra[t] — M(3,R) che manda p — | —p(0) 0 p(2) | . Dimostra che I'mg = As.

|
=
—~
—_
~—
|
!
—~
&)
~
o

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che I'mg C As in quanto Vp € Ra[t], g(p) & una
matrice antisimmetrica. Se allora restringiamo il codominio ad As otteniamo g : Ro[t] — As
e ci basta dimostrare che g ¢ surgettiva. Notiamo tuttavia che dimRs[t] = dimAs = 3 (in
quanto dimA; = 22 = 3 e dimRs[t] in quanto 1,¢,¢* & una base di Ry[t]), ma allora
dimostrare che g € surgettiva coincide con il dimostrare che € un isomorfismo e quindi, per
la formula di nucleo e immagine, coincide con il dimostrare che g ¢ iniettiva (ricapitolando:
se g ¢ iniettiva, allora € un isomorfismo in quanto la dimensione dello spazio di arrivo e quello
dello spazio di partenza sono uguali e dunque ¢ anche surgettiva). Dimostriamo allora che
g ¢ iniettiva: consideriamo Kerg:

1 00 0
Kerg:{peRz[t]lg(p)=0}={peRz[t] —p(0) 0 p2]=10 0 0 }
00 0

0 p(0) p(1 0 0 0
Ovviamente | —p(0) 0 p(2)] = [0 0 0] = tutti i coefficienti della matrice
-p(l) —-p2) O 0 0 0
sono uguali a 0, ovvero p(0) = p(1) = p(2) = 0. Abbiamo quindi scoperto che se p € Kerg
allora p si annulla in 0,1 e 2. Ma dato che per ipotesi p ha grado < 2, si ha necessariamente
che p = 0, in quanto il polinomio nullo & I'unico polinomio che appartiene a Ry[t] e ha piu di
2 radici. Dunque Kerg = {0} <= g ¢ iniettiva <= g & surgettiva, il che dimostra la tesi.
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7 Esercitazione 18-11-2021

7.1 Esercizio 1

Siano V' e W due spazi vettoriali tali che dimV = n e dimW = m. Si determini dim(V xW).

Soluzione: Prima di addentrarci nel determinare la dimensione del prodotto cartesiano,
facciamo qualche appunto su cio che abbiamo. Sappiamo che a partire da V' x W possiamo
determinare due proiezioni, una su V' e una su W fatte come segue:

T VXW >V (v,w)— v

o VXW > W (v,w)—w

Abbiamo gia dimostrato a teoria che m; e 75 sono sia lineari che surgettive. Esistono inoltre
pero due immersioni i1 e is:

i1:VoVXW v (v,0)

o W—=VxW w— (0,w)

Abbiamo gia dimostrato a teoria che le due immersioni sono lineari e iniettive. Quindi i
prodotti cartesiani sono spazi molto ricchi, dai quali € possibile sempre definire questi due
tipi di applicazioni lineari, che in certi casi risulteranno fondamentali. Notiamo inoltre che
Im(i1) =V x {0} e Im(iz) = {0} x W: Im(i1) & una copia di V dentro V x W e Im(iz) &
una copia di W dentro V' x W (questo sara utile per la dimostrazione).

Dimostriamo inoltre che possiamo scrivere V' x W come somma diretta tra V x {0} e
{0} x W: V x W = (V x {0}) ® ({0} x W). Facciamo vedere che la somma & diretta:
sia (v,w) € (V x {0}) N ({0} x W), allora v = 0 in quanto (v,w) € {0} x W e w = 0 in
quanto (v,w) € V x {0}W = (V x {0}) N ({0} x W) = {(0,0)}. Mostriamo invece ora che
(V x{0})+ ({0} x W) =V x W: facciamo vedere che sussiste una doppia inclusione:

- C : ovvio in quanto V' x {0} e {0} x W sono sottospazi di V' x W (basta pensare che
Vx{0} =Im(i;)) CV xWe {0} xW = Im(is) CV x W e che le immagini tramite
applicazioni lineari sono sottospazi) e (V' x {0}) 4+ ({0} x W) & il sottospazio somma.

- D sia (v,w) € V x W, per definizione di somma in V' x W posso scrivere (v,w) co-
me (v, w) = (v,0) 4+ (0,w) € (V x {0}) + ({0} x W) e quindi, poiché (v,w) & un elemento
casuale di V' x W, si avra che V. x W C (V x {0}) + ({0} x W).

Questo dimostra che V. x W = (V x {0}) & ({0} x W). Per dimostrare la tesi adesso
abbiamo tutto cio che ci occorre: usando la formula di Grassmann si ha che

dim(VxW) = dim((V x{0})+({0}xW)) = dim(V x {0})+dim({0} xW)—dim((V x {0)N({0} xW))

ma dim((V x {0}) N ({0} x W)) =0 in quanto (V x {0}) N ({0} x W) = {(0,0)} e dim(V x
{0}) = dimV e dim({0} x W) = dimW in quanto, per quel che abbiamo detto sopra,
(V x {0}) & una copia isomorfa di V' dentro V' x W e ({0} x W) & una copia isomorfa di W
dentro V' x W. Quindi, per concludere, otteniamo che

dim(V x W) = dimV + dimW =n+m

7.2 Esercizio 2

Dimostra che se V' e W sono K-spazi vettoriali, B = {v1,...,v,} C V € una base di V' (quindi
V ha dimensione n) e D = {wy,...,wp,} C W & una base di W (quindi W ha dimensione
m), allora {(v1,0), ..., (Un,0), (0,w1), ..., (0, W)} & una base di V' x W.

Dimostrazione. Notiamo che per I'Esercizio 1 di sopra, dim(V x W) = dimV + dimW =
n 4+ m. Dal momento che #{(v1,0), ..., (vy,0), (0,w1), ..., (0,w,)} = n + m, essi sono tanti
quanto e la dimensione dello spazio, quindi sono ”nel numero giusto”. Ci basta dunque dimo-
strare che (v1,0), ..., (vn,0), (0,w1), ..., (0,w,,) sono linearmente indipendenti: siano allora
A1y ey Oy B1y ooy B € Ke sia aq (v1,0) + ... + @ (vp, 0) + 51(0, w1) + ... + B (0, w,) = (0,0)
una combinazione lineare nulla di (v1,0), ..., (vn, 0), (0,w1), ..., (0, Wy, ), vogliamo dimostrare
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chea; =...=a, = B1 = ... = B, = 0. Tramite la definizione di somma, possiamo riscrivere
la combinazione di sopra come segue: a;(v1,0)—+...+ 0, (Vn, 0)+51(0,w1)+ ... 4 B (0, Wy ) =
(a1v1 + ... + apvy, S1ws, ..., Bmw.m,) = (0,0) che & vero se e solo se ajv1 + ... + v, =0 e
Brwr+...4Bmwm = 0, ma dato che {vy, ..., v, } € una base di V, e quindi vy, ..., v,, sono linear-
mente indipendenti, si ha necessariamente che a; = ... = a,,, = 0. Con lo stesso ragionamento
possiamo affermare che 5, = ... = §,, =0. Ma alloraa; =... = a, =1 = ... = B, = 0 di-
mostra che (v1,0), ..., (vn,0), (0,w1), ..., (0, wy,) sono linearmente indipendenti, e quindi che
sono una base di V' x W (sono nel numero giusto!).

7.3 Esercizio 3

Siano V', W e Z tre spazi vettoriali tali che dimV < +occe f:V — W eg: W — Z due
applicazioni lineari. Determinare, in funzione di altri parametri, rnk(g o f) (dove si ricorda
che rnk(go f) = dimIm(go f)).

Soluzione: Dalla teoria sappiamo che composizione di omomorfismi ¢ un omomorfismo e
per di pilt sappiamo che Im(go f) = g(Imf) C Img (N.B. Imf ha dimensione finita in
quanto V' ha dimensione finita e per la formula di nucleo e immagine, dimImf < dimV).
Possiamo allora considerare un’applicazione lineare alla quale poter applicare la formula di
nucleo e immagine per determinare dimIm(g o f), in particolare se consideriamo I’applica-
zione g|rmy @ Imf — Z, abbiamo che Im(g|rmyf) = Im(g o f) e qui possiamo applicare la
formula di nucleo e immagine:

dimIm(go f) = dimImf — dimKer(g|rms)
e per quanto visto a teoria Ker(g|rmys) = KergNImf:
rnk(go f) =rnkf — dim(Kerg N Imf)

quindi, a livello puramente teorico, rnk(go f) < rnkf, ovvero la dimensione dell’immagine di
una composizione puo solo diminuire o rimanere uguale rispetto alla dimensione dell’imma-
gine della prima applicazione. In particolare se ImfNKerg = {0}, allora rnk(go f) = rnkf.

Osservazione: avrei potuto scrivere la stessa cosa di sopra in termini di soli nuclei: rnkf =

dimV —dimKerf e rnk(go f) = dimV — dimKer(g o f), quindi:
dimV —dimKer(go f) = dimV — dimKerf — dim(Kerg N Imf) =

dimKer(go f) = dimKerf + dim(Kerg N Imf)

Notiamo inoltre che possiamo descrivere esplicitamente Ker(go f): infatti se v € Ker(go f)
allora (go f)(v) = g(f(v)) = 0 = f(v) € Kerg = v € f~Y(Kerg) (f~'(Kerg) ¢ la
controimmagine insiemistica di Kerg tramite f), quindi Ker(go f) C f~'(Kerg), ma &
vero anche che f~1(Kerg) C Ker(go f) in quanto se v € f~1(Kerg) allora 3w € Kerg
tale che f(v) = w, ma, applicando ¢ si ha g(f(v)) = g(w) = 0, ovvero v € Ker(go f):
quindi otteniamo che f~1(Kerg) = Ker(go f). E vero anche perd che f~!(Kerg) =
Y (Kerg N Imf), infatti se v € f~1(Kerg), allora f(v) € Kerg, ma & vero anche che
f(v) € Imf per definizione di immagine e quindi f(v) € KergNImf e quindi f~!(Kerg) C
"YU KergnImf). Per di pitt se v1 € f~1(Kerg N Imf), allora 3w € Kerg N Imf tale
che f(v1) = w, ma dato che w € Kerg (appartenendo a Kerg N Imf) si ha che g(f(v1)) =
g(w) =0, ovvero v; € f~Y(Kerg), da cui segue f~*(Kerg) D f~*(KergnImf), che implica
Y Kerg) = f~Y(Kerg N Imf). Tutto cio dimostra che Ker(go f) = f~*(Imf N Kerg).

7.4 Esercizio 4, anche detto ”’esercizio infinito” parte 2

Costruire una f : R* — R* lineare che soddisfi il maggior numero delle seguenti condizioni
(nell’ordine e contemporaneamente):

1 1 1 -1 -1 1 0 2
Do =10 D= = e =] o
2 0 0 0 1 —1 4 0
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o o O

I

) = 1 (nell’ultimo caso la doppia scelta ¢ dettata dal fatto che si potra creare

-2
, . . .
un’applicazione solo con uno dei due vettori)

S

1) dimImf =1,2,3

2 0
2 0
i13) Kerf C Span( ol 1y )
1 1
iv) e; € Im(f?)
) dimIm(f?) =
€ Im(f?)
4 2 4 0
0 1 0 1
U”)f( 0 )_ -3 Of( 0 )_ —1
0 0 0 0

Dimostrazione. i) 'idea per costruire tale f si basa sul fatto che ogni applicazione lineare
¢ completamente determinata una volta fissata una base. Qua abbiamo 4 vettori di R?,
che potrebbero (solo se linearmente indipendenti) formare una base di R* (in tal caso la
f sarebbe anche unica, quindi ci speriamo poco :’)). Verifichiamo l'indipendenza lineare
tramite Span. Per semplificare le cose chiamiamo

1 -1

-1
-2 1
0 1

= V1, = V2, = U3, = VU4

N O ==
= O O O

- Mi chiedo se v € Span(v;): notiamo che la terza coordinata di vy ¢ nulla, quindi ogni
vettore in Span(v1) ha la terza coordinata nulla. Dato che la terza coordinata di v & -2,
esso non appartiene a Span(vy).

- Mi chiedo se vz € Span(vy,v2). Consideriamo una combinazione lineare di v; e vy che
eguagli v3: siano a, 5 € R e sia

1 1 a+p 1
1 1| fa+s| |-1
Aol Ao = 28|~ | 1
2 0 20 1

che genera il sistema

at+p =-1

a+p =-1

-28 =1

2c =1
Questo sistema tuttavia non ha soluzione, in quanto dalla terza e quarta equazione ot-
terremmo o = s e f = — 7 che pero generano una contraddizione nella prima e seconda
equazione in quanto si avrebbe s — 3 =0=1. Quindi vz ¢ Span(vy, va).

- Mi chiedo se vy € Span(vi,ve,v3). In questo caso la risposta € si, in quanto vy &
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combinazione lineare degli altri 3 e in particolare si ha che

0 | 1 9
0 ] 1 9
ol = ol T|=2|T2]| 1
4 9 0 1

¢ la combinazione cercata. Quindi vy € Span(vi,ve,v3) = 1 vettori vy, vs,vs3,v4 nON
sono linearmente indipendenti e quindi non sono una base di R*. Non possiamo dunque
descrivere f definendo dei valori su una base di R* (molto sad). Tuttavia, possiamo, tramite
la combinazione lineare vista sopra, capire chi & f(v4):

0 1 1 -1 1 1 -1
0 1 1 -1 1 1 -1
4 2 0 1 2 0 1
1 -1 1 2
0 1 0 1
Sl lo ] T o |71
0 0 -1 -2
2
Quindi f(v4) non & casuale, ma & completamente determinato da vy, vy, v3: f(vg) = _11
-2

e non puo essere altro.
D’ora in poi chiameremo (per semplicita) i vettori

1 -1

= wiq, = W2, = ws

S O N

1
-1 0
0 0 -2
Quindi se riusciamo a costruire un’applicazione lineare che manda vy in w1y, v in wo € v3 in
ws, allora automaticamente v4 andra in wy + wo + 2ws. Come costruiamo un’applicazione
del genere? Dando i valori su una base: dato che {vi,vs,v3} € un insieme linearmente
indipendente, possiamo completare a base di R*: per farlo ci basta aggiungere a {vy,vo,v3}
un vettore che non stia in Span(vi,vs,v3), un esempio ¢ il vettore e; € R4, infatti una
qualsiasi combinazione lineare di vy, vo,v3 € fatta come segue: siano «, 3,y € R, allora la

combinazione avy + fvs + yv3 € data da

at+p—n
at+f—ry
—26+7
200 + 1y

avy + fug + vz =

Notiamo che in una combinazione lineare di v1,v2,vs le prime due coordinate sono ugua-
li: poiché e; ha la prima coordinata uguale a 1 e la seconda uguale a 0, si ha che e; ¢
Span(vy,ve,v3) = {v1,v2,v3,e1} & una base di R, Diamo ora i valori a f sulla base
{v1,v2,v3,€1}:

1 1 1 -1 -1 1 1 1
iob=1%1 b=l b=1ol #oh=1,
2 0 0 0 1 -1 0 0

dove lattribuzione e; +— e; € casuale (posso mandarlo dove voglio!). Questa applicazione
che abbiamo costruito (che definisce un’unica applicazione in quanto ¢ definita su una base
di R*) rispetta la richiesta i) (notare che non & I'unica applicazione che avremmo potuto
scegliere: cambiando I'immagine di e; cambia applicazione).

i1) Dal momento che le condizioni devono essere soddisfatte in ordine, per trovare la di-
mensione dell’immagine abbiamo gia dei valori di riferimento. In particolare wy, wq,ws €
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Imf e quindi Span(wi,wq,ws) C Imf. Ci chiediamo allora quanto sia la dimensione
di Span(wy,ws,ws): per determinarla dobbiamo verificare se Wy, wq, w3 sono linearmen-
te indipendenti o meno. E facile verificare che lo sono, infatti w, ¢ Span(w) in quanto
la seconda coordinata di w; € nulla mentre la seconda coordinata di ws non lo ¢, inoltre
ws ¢ Span(wi,ws) poiché la quarta coordinata di wy e we & nulla, mentre la quarta coordi-
nata di ws non lo &. Ma allora dimSpan(w;,ws,ws) = 3 e poiché Span(wy,ws,ws) C Imf
necessariamente si ha che dimImjf > 3: poiché nelle richieste si chiedeva una dimensione di
Imf uguale a 1 0 2 o 3, 'unica richiesta che puo essere soddisfatta ¢ che dimImf = 3.
Ma allora, dato che Span(wi,wz,ws) = 3 C Imf e dimSpan(wi,ws,w3) = dimImf
per inclusione e uguaglianza dimensionale si ha che Span(w;,ws,ws) = Imf. Tornando
al punto ) allora troviamo che la seconda richiesta limita le scelte che abbiamo: infat-
ti definendo I’applicazione sui valori di una base di R* non definiamo chi ¢ Imf: per
far si che Span(wy,ws,ws) = Imf si deve far si che f(e1) € Span(wy,ws,w3). Poiché
e1 ¢ Span(wy, w2, ws) dobbiamo cambiare il valore che abbiamo dato a e;. Possiamo ad
esempio scegliere f(e;) = wy. Quindi la nuova f, definita sui valori della base {v1, va, v3, €1}
che associa nel modo seguente f(v1) = wy, f(ve) = wa, f(vs) = ws, f(e1) = w;y rispet-
ta le condizioni i) e ii). Notiamo che sapendo la dimensione di I'mf, conosciamo anche
dimKerf = dimR* — dimImf =4 —3 = 1.

Scriviamo, per comodita successiva, Span(wi,ws,ws) e Span(vy,ve,v3) come equazioni.

x
Sia ‘Z € Span(wy,wa,ws), allora Ja, B,y € R tali che
4
x 1 -1 1 oa—B+7y
vyl 0 1 01 B
STl P o [T o [T -
t 0 0 -1 —
la cui uguaglianza da vita a un sistema lineare:
a—B4y=u
B=y
—a=z
—y =t
e sostituendo le ultime tre nella prima otteniamo z = —z —y — ¢, ovverox + 2z +y +t = 0.

Quindi otteniamo che

T

Span(w, we, w3) = { Z eR?

t

;C—‘rz—‘ry-l-t:()}

Notiamo che la cosa ha senso in quanto sia w; che wy che w3 rispettano la proprieta scritta.
In pill I'insieme di sopra ha dimensione 3 poiché & un iperpiano dentro R*: per contenimento
e uguaglianza dimensionale effettivamente i due sottospazi sono uguali.

x
Sia ora Z € Span(vy,ve,v3), allora a, 8,7 € R tali che
t
T 1 1 -1 a+p—7
yl| 1 1 -1l [ a+B8—v
ST o T 2 T | T 2844
t 2 0 1 20+ B+

la cui uguaglianza da vita a un sistema lineare:

a+f—v==x
atf-y=y
—28+v==
2a+B+y=t
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da cui otteniamo 'unica equazione x = y. Quindi

x
Span(vy, ve,v3) = { Z eR |z = y}
t
2
i4i) Si richiede qui di collocare il nucleo di f nello Span dei due vettori _22 = u e
1
0
(1) = uy (sappiamo gia che dimKerf = 1). Notiamo che anche questa volta ker f varia
1

a seconda di dove decidiamo di mandare e; (¢ 'unica scelta che possiamo fare). Notiamo
anche che per la scelta fatta in ) (mandare e; in wy) si avra che f(v; —e;) = 0, infat-
ti f(v1 —e1) = f(v1) = fler) = w1 — w1 = 0, quindi v;1 — e; € Kerf, ma allora anche
Span(vy — e1) C Kerf e, poiché dimKerf = 1, per contenimento e uguaglianza dimensio-
nale si avrebbe che Span(v; — e;) = Kerf (questa & solo un’osservazione).

Dobbiamo verificare se ¢ possibile o meno che Kerf C Span(ui,us). Notiamo che per
I’Esercizio 2 dell’esercitazione del 09-11, abbiamo dato una caratterizzazione di quando le
immagini di alcuni vettori tramite omomorfismo sono indipendenti: le immagini tramite
omomorfismo di n vettori vy, ...,v, sono indipendenti se e solo se i vettori sono indipen-
denti e Kerf N Span(vy,...,v,) = {0}. Quindi se Kerf C Span(ui,us) si ha anche che
KerfnSpan(ui,us) = Kerf. Se quindi f(u1) e f(uz2) sono linearmente indipendenti, allo-
ra, necessariamente, si avra che Kerf N Span(ui,us) = {0}, ma dato che dimKerf =1, la
condizione non verrebbe soddisfatta. Se invece f(ui) e f(uz) sono linearmente dipendenti,
allora c’e speranza di contenimento. Verifichiamo allora se f(u1) e f(usz) sono o meno li-
nearmente indipendenti.

Notiamo che u; e up hanno le prime due coordinate uguali, quindi appartengono a Span(vy, v, v3):
possiamo trovare una combinazione lineare che 1i genera: con semplici passaggi algebrici
otteniamo:

0
oyp_1Lt. 1
1| = 2?11 2112
1
2
2| _3, 3, 1
9| = 4'Ul 4'02 203
1
Allora le loro immagini sono:
0 1
0 1 1 _1
e )_f(§v1—§U2)_*f(v1)—*f(v2)Z*w1—*w2= 1
) 2
2 _1
2 3 3 1 . 3 3 1 3 3 1 _3
f( 9 )= f(1v1+1v2—§v3) = 1f(”1)+1f(112)—§f(”3) = 1w1+1w2—§w3 = _%
1 1

2
Notiamo che i due vettori ottenuti sono indipendenti per la posizione dello 0 nel primo vet-
tore alla quarta coordinata. Ma allora Kerf N Span(uj,uz) = {0} e cid non & possibile
se Kerf C Span(ui,us) e dimKerf = 1. Quindi questa terza condizione non pud essere
soddisfatta.

Osservazione: la scelta su dove mandare e; in realta non ha determinato niente, in quanto
la dimensione di Kerf ¢ determinata dalla condizione i).
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iv) Ci chiediamo se ¢ possibile che e; € Im(f?). Notiamo che e; ¢ Imf, infatti Imf =
Span(wy,we,w3) che abbiamo caratterizzato come i vettori di R* per cui la somma delle
coordinate fa 0 (e per e; la somma delle coordinate fa 1). Ma chi & Im(f2)? E banalmente
f(Imf) che per quanto visto nell’Esercizio 3 di questa esercitazione & contenuto in Imf,
ovvero Im(f?) C Im(f) e, poiché e; ¢ Imf per quanto detto poco fa, e; ¢ Im(f?). Quindi
neanche questa quarta condizione puo essere rispettata. In particolare anche i vettori di
Im(f?) dovranno avere la somma delle coordinate uguale a 0.

v) Vogliamo allora capire come & fatta Im(f?), o meglio, vogliamo scoprire la sua dimensione:
per quanto visto nell’Esercizio 3 di questa esercitazione si ha che

dimIm(f?) = dimIm(f o f) = dimImf — dim(Imf 0 Kerf)

Sappiamo gia che dimImf = 3 per i punti precedenti. Ma sappiamo anche che dimKerf =
1, quindi ImfNKerf ha dimensione al massimo 1, quindi Im(f?) avra dimensione al minimo
3 — 1 = 2. Possiamo dunque gia escludere la possibilita che dimIm(f?) = 1. Mostriamo
invece che & possibile soddisfare la richiesta dimIm(f?) = 2: si ha che dimIm(f?) =2 =
dim(Imf N Kerf) =1, ma dato che Imf N Kerf C Kerf, per contenimento e uguaglianza
dimensionale si deve avere I'mf N Kerf = Kerf che vale se e solo se Kerf C Imf. Per
mostrare quindi che questa seconda richiesta puo essere soddisfatta basta dare un esempio
di una f che abbia il nucleo contenuto nell’immagine. Per farlo, dovremo dare i valori su una
base, tuttavia la base scelta all’inizio ¢ poco funzionale in questo caso (non & evidente chi
¢ il nucleo)... deve essere cambiata! Cambiarla significa semplicemente cambiare il quarto
vettore (i primi tre sono fissi!): sia {vq,va,v3, 2} la nuova base , dove x & un vettore che
dobbiamo ancora identificare tale che x ¢ Span(vi,vs,vs) e che decidiamo di mandare a
0 tramite f, ovvero f(z) = 0 (questa scelta & dettata dal fatto che se f(z) = 0 allora
Span(xz) C Kerf, ma entrambi hanno dimensione 1 e quindi Span(z) = Kerf, sappiamo
cosl immediatamente chi ¢ il nucleo ). Notiamo che questo non altera le altre condizioni
in quanto 0 € Span(wi,ws,ws) e 'immagine continua ad avere dimensione 3. Ma tale
o non pud essere casuale: affinché dimIm(f?) = 2 necessariamente abbiamo stabilito che
Kerf C Imf, quindi, poiché z € Kerf si deve cercare = in Imf (ecco che e; non va bene).
Scegliamo allora un vettore di Imf = Span(wy,ws,ws) per completare {vy,v2,v3} a base:
un esempio di vettore che appartiene a I'mf ma non appartiene a Span(vi,ve,vs) & ad
esempio

infatti appartiene a I'mf in quanto la somma delle coordinate fa 0, ma non appartiene a
Span(vy,va,v3) in quanto la prima e la seconda coordinata sono diverse. Allora {vy,v9,v3, x}
& una base di R*. In pit, dato che abbiamo imposto che f(x) = 0, si ha che Kerf = Span(z).
La nuova applicazione e quella che associa nel modo i seguente i vettori della base:

V1 Wy

Vg — W2
V3 — w3

z—0

Verifichiamo che fino ad ora la f che abbiamo appena definito rispetta tutte le proprieta:
manda vy in wy, ve in wy e v3 in ws. L’'immagine ha dimensione 3. Kerf C Span(wi, wa, ws)
in quanto Kerf = Span(x) C Imf. Si ha infine che dimIm(f?) = 2.

appartenga a Im(f?). In questo caso non

1
vi) Richiediamo ora che il vettore u = (1)

-2

possiamo applicare il ragionamento di prima perché w € Imf in quanto la somma delle
coordinate fa 0. Notiamo che anche in questo caso 'unica cosa che fa cambiare la f ¢ solo
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la scelta dell’ultimo vettore nel completamento a base.

Cosa sappiamo su I'm(f?) (notiamo che sappiamo gia che dimIm(f?) = 2 e quindi se trovia-
mo due vettori di Im(f?) linearmente indipendenti conosciamo una sua base e sappiamo tut-
to su questo sottospazio). Conosciamo qualche vettore in I'm(f?)? Per rispondere analizzia-
mo Uintersezione tra Imf e Span(v1, ve,v3) (se un vettore y appartiene a Span(vy, ve, vs) al-
lora lo sappiamo scrivere come combinazione lineare di vy, vo, v3 € se appartiene anche a I'm f
allora sappiamo quanto vale f(y)). Notiamo innanzitutto che Imf + Span(vy, v, v3) = R*
in quanto sia Imf che Span(vi,vs,v3) hanno dimensione 3 e sono distinti, quindi la loro
somma ha dimensione maggiore di 3 (essendo sottospazi di R?*, la dimensione della loro
somma ¢ 4). Ma per Grassmann si ha che

dim(Imf+ Span(vy,va,v3)) = dimImf+dimSpan(vy,ve, vs)—dim(ImfNSpan(vy,va,vs))

ovvero
dim(Imf N Span(vy,ve,v3)) =3+3 —4 =2

ovvero l'intersezione ha dimensione 2. Cerchiamo di capire chi & Imf N Span(vy,ve,v3)
(abbiamo fatto questo tipo esercizi per gran parte dell’esercitazione del 29-10): avendo gia
entrambi i sottospazi espressi con equazioni si ha:

Imf N Span(vi,ve,v3) = { e R*

T =1y, x+y+z+t=0}

SRS IS ]

ci basta allora scegliere due (che ¢ la dimensione) vettori linearmente indipendenti ap-
partenenti a quest’intersezione per trovare una base dell’intersezione stessa. Scegliamo
(arbitrariamente) i vettori

O~ =
_ o O

= Z1,

-2 -1

che sono indipendenti per la posizione degli zeri. Si ha quindi che I'mf N Span(vy,ve,v3) =
Span(z1,z2). Ma poiché sia z; che zy appartengono a Span(vi,vs,vs) si ha che esiste una

combinazione lineare di vi,vs,v3 che € uguale a 21 e zo, in particolare: z; = —wvg + 2v3 €
zo = —v9 + v3. Ma allora so anche la loro immagine:
3
-1
f(21) = f(=va +203) = = f(v2) + 2f(v3) = —wa + 2wz = |
-2
2
-1
f(z2) = f(—v2 +v3) = —f(v2) + f(v3) = —w2 + w3 = 0
-1

Questi due vettori stanno in I'mf, ma stanno anche in I'm(f?) in quanto precedentemente

si aveva che z1,z9 € Imf. Per di piu sono linearmente indipendenti in quanto non sono

chiaramente uno multiplo dell’altro e quindi si sa che Im(f?) = Span(f(z1), f(22)). Quindi
1

chiedersi se 1 | puo appartenere a Im( f2) coincide col verificare se tale vettore appartiene
-2

o meno a Span(f(z1), f(22)): la risposta ¢ chiaramente no, in quanto sia f(z1) che f(22)

hanno la terza coordinata nulla (e quindi una qualsiasi loro combinazione lineare), mentre

il vettore di sopra ha la terza coordinata uguale a 1. Si ha cosi che

1
0 2
U ¢ )

-2
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e quindi la sesta richiesta non puo essere soddisfatta.
N.B. L’immagine di f2 non & a caso, anzi, dipende esplicitamente da tutte le considerazioni
fatte finora. Quindi questa, pit che essere una richiesta, era una vera e propria verifica!

v11) Cerchiamo di capire dove varia

I

O O O =

Ci conviene in questo caso cambiare base di partenza: in particolare ci conviene proce-
dere come Grassmann: trovare una base dell’intersezione Imf N Span(vy,vs,v3) e com-
pletarla successivamente a base di R*. Una base di Imf N Span(vi,ve,v3) & data dal-
I'insieme {z1,22}. Per completare questo insieme a base di Span(vi,ve,vs) ci basta ag-
giungere un vettore linearmente indipendente da zi,z,. Per completare questo insieme
a base di Imf = Span(wi,ws,ws) ci basta aggiungere un vettore linearmente indipen-
dente da z1,22. Prendiamo linsieme 27, z2, linearmente indipendente e completiamolo a
base di Span(vi,ve,vs): aggiungiamo un elemento di Span(vy,vs,vs) che non appartiene a
Span(z1, z2), un esempio ¢ v; (non soddisfa ’equazione di appartenenza a Span(wy, wa, ws3)).
Completiamolo ora a base di Imf: aggiungiamo un elemento di Span(w;,ws,w3) che non
appartiene a Span(z1, z2), un esempio ¢ wy (non soddisfa l’equazione di appartenenza a
Span(v1,va,v3)). Per motivi teorici (legati alla dimostrazione della formula di Grassmann)
allora {v1, 21, 22, w2} & una base di R*. Vediamo dove vanno i vettori della base appena
trovata quando gli si applica la f:

1
0
V= wp = ]
0
3
—1
Z1 > f(Zl) = 0
-2
2
-1
29 > f(ZQ) = 0

Dove va invece wy? Dato che wy € Imf, si sa che f(wsz) € Im(f?), che conosciamo in quan-
to & Span(f(z1), f(z2)). Tentiamo di scrivere questo sottospazio con le equazioni (poiché
ha dimensione 2 ci aspettiamo che ci saranno 2 equazioni): sicuramente 1’equazione dell’im-
magine deve essere soddisfatta, in quanto Im(f?) = Span(f(z1), f(22)) C Imf. Inoltre la
terza componente deve sempre essere nulla. Si ha quindi:

T

Span<f<z1>,f<zQ>>={ Ul ert

z
t

r+y+z+t=0, z:O}

Ma quindi, poiché f(ws) deve rispettare le equazioni, sara qualcosa del tipo:

x
_ Y
f(wQ) - 0
—x—vy
4
al variare di z,y € R*. Per capire allora dove va 8 tramite f, mi bastera scrivere una
0

combinazione lineare di vy, 21, 22, wo che genera tale vettore. Con semplici passaggi algebrici
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la combinazione cercata e:

4
0
0 =v + 21 — 211/2
0
Ma allora:
4 1 3 x 4 -2 0 4 -2z
01, __ B 10 =11 Y -1 0 =21 —1-2y
o) = flortz=2w) = | 0+ o 1=21 o | == [™ o |7Y] 0 |= 1
0 0 -2 —x—y -2 2 2 -2+ 2z +2y
4
Quindi I'immagine di 8 non puo essere arbitraria, ma deve avere quella particolare forma.
0
4
Se si vuole scrivere il sottospazio a cui appartiene f( 8 ) in un modo un po’ piu elegante
0
lo si puo vedere come:
4 4 -2 0
0 1 0 -2
robe| i +sean| o | 12D
0 -2 2 2
4 —2 0
. . -1 . 0 -2
ovvero il traslato rispetto a 1 del sottospazio generato da olel o (quello che
-2 2 2

tra un po’ si chiamera ”sottospazio affine”).

Dal momento che la condizione vii) c¢i dava una scelta tra due possibili vettori immagi-
ne, dobbiamo verificare se quei due vettori sono nella forma richiesta: ci chiediamo se

2 4 -2 0 -2 0

1 -1 0 -2 . . . .. 0 -2
_3 S +Span( ol o ). La risposta ¢ no, infatti in Span( ol:l o )

0 -2 2 2 2 2

4 -2 0

. . . . N C e -1 0 -2
troviamo vettori la cui terza coordinata € nulla, quindi in 1 + Span( ol o )

-2 2 2
troviamo solo vettori in cui la terza coordinata € uguale a -1. Dato che nel nostro vettore la

4
terza coordinata ¢ uguale a -3, esso non pud appartenere all’insieme che contiene f( 8 )

0

0 4 —2 0
L. 1 -1 0 -2 .
Ci chiediamo allora se . € 1 + Span( ol:l o ) (in questo caso la terza
0 -2 2 2
4 — 0
. -1 0 -2, .
coordinata va bene). Un elemento di 1 + Span( ol o ) & della forma
-2 2 2
4 —2x
—-1—-2y
-1
—242x+2y
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, quindi, per scoprire se il nostro vettore candidato appartiene all’insieme dovremmo capire
se esistono z,y € R tali che

4—2zx 0
-1-2y |1
-1 -1
—242x+ 2y 0
che da vita al sistema lineare:
4 —2x =0
-1-2y =1
-1 =-1
—2+2rx+2y =0
0
che ha soluzione z = 2, y = —1. Quindi il vettore . puo essere immagine del vet-
0
4
tore 8 . Inoltre sappiamo dove dobbiamo mandare il vettore ws tramite f: sostituendo
0
z =2, y = —1 nell'immagine di wy otteniamo:
2
-1
wr e [ [ = fwe)
-1

Abbiamo cosi definito un’unica applicazione lineare (abbiamo dato i valori su una base) che
rispetta il maggior numero di richieste contemporaneamente e nell’ordine. In particolare,
per riassumere il tutto, Uapplicazione & quella che manda i vettori vy, 21, 22, wo (che formano
una base di R*) nei vettori:

V1 — W

21— f(21)
22 = f(22)
wy > f(w2)

Verifichiamo che effettivamente rispetta tutte le richieste:

i) f(v1) = wy perché ce lo dice la base. Troviamo v in termini di vy, 21,22, ws: con
semplici passaggi algebrici otteniamo che vy = 21 — 225 e quindi

fv2) = f(z1 — 222) = w2

Troviamo vz in termini di vy, 21, 22, wo: con semplici passaggi algebrici otteniamo che vz =
—21 + 22 e quindi
flvs) = f(—21 + 22) = ws
Troviamo vy in termini di vy, 21, 22, wo: con semplici passaggi algebrici otteniamo che vy =
v1 — 21 e quindi
2

flon) = fon—=) = |

—2
Quindi la prima condizione ¢ soddisfatta.
i1) Imf = Span(wy, f(21), f(22), f(w2)). Ma notiamo che f(z2) = f(w2), quindi lo Span di
riduce a Span(wi, f(z1), f(22)) (ovvero Span(wi, f(21), f(22), f(w2)) = Span(wi, f(z1), f(22)))

che sono indipendenti in quanto f(z1) ¢ Span(wiy) e f(z2) ¢ Span(wi, f(z1)) in quanto la
seconda e quarta coordinata dipendono solo da f(z1) e non possono quindi essere uguali.
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Dunque dimImf = 3.
ii), iv) Non erano soddisfatta a prescindere.

v) Dobbiamo mostrare che Kerf C Imf: notiamo che

= a(f(z2) — f(w2)) = fla(ze —w2))

o O o o

quindi si ricava da cio che
Span(zy — wq) = Kerf

(ricordiamo che il nucleo & unidimensionale per la formula di nucleo e immagine). Ci basta
mostrare che Span(zg —ws) C Span(wi, f(z1), f(22)), e questo succede se e solo se zo —ws €
Span(wy, f(z1), f(22)) e cid & vero in quanto:

Zo —wy = —wy + f(22)

1
vi) Verifichiamo che il vettore (1) non appartiene a I'm(f?). Dato che per il punto v)

—2
dimIm(f?) = 2 e per il ragionamento del punto vi) Im(f?) = Span(f(z1), f(22)) abbiamo
gia verificato che

1
0
D | ¢ e
—2

(non c’& bisogno di fare molte verifiche in quanto dal punto vi) compaiono i vettori z, z2).

vii) Non c¢’¢ bisogno di verifiche.
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8 Esercitazione 23-11-2021

8.1 Esercizio 1

Siano A, B,C,D € M(2,R) definite da:

1 2 0 3 -1 1 0 0
A=l 2=l ) e A) o= ()
Ci chiediamo se sono un insieme di generatori di M (2, R).

Soluzione: un problema del genere puo essere risolto in tantissimi modi. Mostriamo in
questa esercitazione un metodo alternativo che sfrutta gli isomorfismi di passaggio alle coor-
dinate per trasferire il problema da M(2,R) a R* (R* in quanto dimM (2,R) = 2% = 4).
Infatti, per quanto visto a teoria, se A C V' & un insieme di generatori per il K-spazio vetto-
riale V' (di dimensione n) e f: V — K" ¢ un isomorfismo, allora f(A) C K" & un insieme
di generatori per K".

L’isomorfismo di passaggio alle coordinate prevede che si abbia una base in partenza: sia
allora B = {E11, E12, Fa1, Fa22} la base canonica di M(2,R) e consideriamo 'isomorfismo
[1B: M(2,R) — R™. Scriviamo ora le 4 matrici 4, B,C' e D come combinazione lineare di
Ei1, B9, Eay, Ego:

A=FEi1 +2E15+0Ey + Eg

B =0E11 +3E12 + 0% + Eog
C=—FE11+Ei2— Ey — Ey
D =0E; +0F12 + E2 + Ea

Ma allora con I'isomorfismo di passaggio nella base B avremo:

6], o) 16 D,

G LA L6,

— O N =
_ o w o

== O O

Ci chiediamo allora se questi 4 vettori generano R*. Dal momento che sono 4 (tanti quanto
¢ dimR*) se generano sono anche una base: sono allora linearmente indipendenti e il loro
Span ha dimensione 4. Ma definendo E come la matrice che ha per colonne i 4 vettori di
sopra, si ha per teoria che

10 -10 1\ [0\ /-1\ /(0
23 1 0 2 3 1 0
ImE)=Im |, o 1 | =seanl{ | |\ o|-| 1| |1])
11 -1 1 1 1 -1 1

Possiamo allora vedere se la matrice E ha rango massimo (=4) o meno: il rango lo calcoliamo
con 'algoritmo di Gauss. Utilizziamo Gauss-righe (ricordiamo che rnk(FE) = 4 <= Gg(E)
ha 4 pivot): cerchiamo la prima colonna non nulla: & la prima. Cerchiamo nella prima
colonna il primo elemento non nullo che & I'elemento di posto 1,1. Adesso sottraiamo alla
seconda riga il doppio della prima e alla quarta riga sottraiamo la prima:

1 0 -1 0 1 0 -1 0
2 3 1 0] Ry—wRy—2rR, |0 3 3 0
0 0 -1 1 Ru—Rs—Ry 0 0 -1 1
1 1 -1 1 01 0 1

Riapplichiamo adesso 'algoritmo di Gauss-righe alla sottomatrice ottenuta ”scartando” la
prima riga (che abbiamo appena sistemato): cerchiamo la prima colonna non nulla: ¢ la
seconda. Cerchiamo nella seconda colonna il primo elemento non nullo che ¢ I'elemento di
posto 2,2. Dal momento che in questa posizione c’¢ un 3 (e noi vogliamo che ci sia un
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1), moltiplichiamo la riga per 1. Adesso sottraiamo alla quarta riga la seconda riga (gia

3
moltiplicata per %)

1 0 -1 0 1 0 -1 0
0 3 3 0| Ra—sRi—3Ro 01 1 0
00 -1 1 Ro—1Ry 00 -1 1
01 0 1 00 -1 1

Riapplichiamo adesso 'algoritmo di Gauss-righe alla sottomatrice ottenuta ”scartando” le
prime due righe (che abbiamo appena sistemato): cerchiamo la prima colonna non nulla:
e la terza. Cerchiamo nella terza colonna il primo elemento non nullo che & I’elemento di
posto 3,3. Dal momento che in questa posizione c’¢ un 3 (e noi vogliamo che ci sia un
1), moltiplichiamo la riga per —1. Adesso sommiamo alla quarta riga la terza riga (gia
moltiplicata per—1):

1 0 -1 0 1 0 -1 0
0 1 1 O] Ry—=Rs—Rs 01 1 0
00 -1 1 Ro— 7, 00 1 -1
00 -1 1 0 0 O 0

L’algoritmo di Gauss-righe termina qui, in quanto non & piu possibile ridurre la matrice:
essa ¢ a scalini. La matrice ottenuta ha 3 pivot (nelle posizioni 1,1, 2,2, 3,3), da cui si
ottiene che

-1

1
=1 |

-1

rnk(E) =3 = dimIm(E) = 3 = dimSpan( )=3

= O N =
_ o w o
= =0 O

Ma allora i 4 vettori generano uno spazio di dimensione di 3 dentro a R* = i 4 vettori non
generano R* = le 4 matrici A, B, C, D non generano M (2, R).

Osservazione: grazie a Gauss-righe possiamo anche capire quale dei 4 vettori dipende dagli
altri 3. Infatti, guardando le colonne contenenti pivot, si ha che la prima, la seconda e la
terza colonna di E sono indipendenti, ovvero che il primo, il secondo e il terzo vettore sono
indipendenti, mentre il quarto vettore appartiene allo Span dei primi 3. Inoltre, poiché
per ragioni teoriche un isomorfismo manda insiemi linearmente indipendenti in insiemi li-
nearmente indipendenti, si ha anche che le matrici A, B, C sono linearmente indipendenti,
mentre D dipende dalle altre 3.

8.2 Esercizio 2

Sia V' = R3][t] lo spazio dei polinomi a coefficienti in R di grado minore o uguale a 3 e siano
pr=14+t4+12—13 py =212 —t3 e p3 =t + 2t + 2t3. Stabilisci se sono linearmente
indipendenti.

Soluzione: Come prima, usiamo un metodo alternativo rispetto al solito, ovvero verifichiamo
I'indipendenza lineare tramite I'isomorfismo di passaggio alle coordinate che va da Rslt] in
R* (hanno la stessa dimensione). Scegliamo dunque una base in partenza: prendiamo la
base B = {t3,t2,t,1} e consideriamo I'isomorfismo [ | : R3[t] — R*. Scriviamo ora i 3
polinomi come combinazione lineare di elementi di {¢3,¢2,¢,1}:

pr=—13+ 12+ 1t + 1
po = —1t2 — 142 + 0t + 2
p3 =263 +2t2 + 1t 40
Ma allora con I’isomorfismo di passaggio alle coordinate in base B avremo:

-1 -1 2
1 -1 2
pls=| 1 | ads=| 7 | sls=|;
1 2 0
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Ci chiediamo allora se i 3 vettori di R* scritti sopra sono linearmente indipendenti. Notiamo

-1 -1 2

1 -1 2 . . .

che E o |+ |7 sone linearmente indipendenti se e solo se

1 2 0

-1 -1 2

. 1 -1 2

dimSpan( ol 1 )=3
1 2 0

e questo succede se e solo se la matrice A, che ha per colonne i 3 vettori di sopra, ha rango
pari a 3, ovvero se

-1 -1 2
. 1 -1 2

rnk(A) = dimIm N 3
1 2 0

Applichiamo 'algoritmo di Gauss-colonne su questa matrice. Cerchiamo la prima riga non
nulla: & la prima. Cerchiamo nella prima riga non nulla il primo elemento non nullo: &
Pelemento di posto 1,1. Dal momento che in questa posizione ¢’¢ un -1 (e noi vogliamo che
ci sia un 1), moltiplichiamo la colonna per —1. Adesso sommiamo alla seconda colonna la
prima colonna (gia moltiplicata per -1) e sottraiamo alla seconda colonna 2 volte la prima
(gia moltiplicata per -1):

-1 -1 2 1 0 O
1 -1 2| Cs—C342C;, CaCy—Cy -1 -2 4
1 0 1 Cis—C4 -1 -1 3
1 2 0 -1 1 2

Riapplichiamo adesso 'algoritmo di Gauss-colonne alla sottomatrice ottenuta ”scartando”
la prima colonna (che abbiamo appena sistemato): cerchiamo la prima riga non nulla: &
la seconda. Cerchiamo nella seconda riga il primo elemento non nullo che & I'elemento di
posto 2,2. Dal momento che in questa posizione c’¢ un -2 (e noi vogliamo che ci sia un
1), moltiplichiamo la colonna per —%. Adesso sottraiamo alla terza colonna la seconda (gia
moltiplicata per %) moltiplicata per 4:

1 0 O 1 0 O
-1 =2 4] c3—~0C5+20, -1 } 0
-1 -1 3 CQH_%CQ -1 5 1
-1 1 2 -1 -1 4

2
L’algoritmo di Gauss-colonne termina qui, in quanto non e piu possibile ridurre la matrice:

essa € a scalini. La matrice ottenuta ha 3 pivot (nelle posizioni 1,1, 2,2, 3,3), da cui si
ottiene che

-1 -1
1 -1
1 ) O )
1 2

NN

rnk(A) = 3 = dimIm(A) = dimSpan( )=3

=}

Ma allora i 3 vettori sono linearmente indipendenti, in quanto lo spazio da loro generato ha
dimensione 3 (ovvero sono una base di tale spazio) = tramite l'isomorfismo (che manda
insiemi linearmente indipendenti in insiemi linearmente indipendenti) possiamo affermare
che p1,p2, p3 sono linearmente indipendenti.

8.3 Esercizio 3

Siano V, V', W, W' K-spazi vettoriali e siano f : V — W, g: V' — W' h:V — V'e
l: W — W' quattro applicazioni lineari tali che il diagramma seguente

V— W



commuti (ovvero l o f = goh). Si dimostri che h(Kerf) C Kerg e che [(Imf) C Img, e in
particolare che se h e [ sono isomorfismi allora si ha uguaglianza (non contenimento).

Dimostrazione. Dimostriamo il primo contenimento. Sia v € Kerf, devo dimostrare fon-
damentalmente che g(h(v)) = 0. Ma quest’ultima espressione g(h(v)) la possiamo vedere
come (g o h)(v), ma poiché go h =1o f per commutativita, si ha che g(h(v)) =I(f(v)), ma
dato che v € Kerf, f(v) =0, quindi g(h(v)) =I(f(v)) =1(0) = 0, ovvero h(v) € Kerg, che
significa h(Kerf) C Kerg.

Mostriamo ora l'altra inclusione: sia w € Imf, allora 3v € V tale che w = f(v). Valutiamo
l(w): l(w) =1(f(v)), ma poiché [ o f = goh per commutativita, si ha che I(f(v)) = g(h(v))
che & chiaramente un elemento di I'mg, ovvero [(Imf) C Imyg.

Per dimostrare ora le uguaglianze ci basta dimostrare le inclusioni opposte (una & gia stata
dimostrata). Dimostriamo quindi che se h e [ sono isomorfismi allora Kerg C h(Kerf) e
Img C I(Imf). Cominciamo con la prima: sia v € Kerg C V'. Dato che h & un isomor-
fismo, & in particolare surgettiva, e quindi v" € I'mh: allora Jv € V tale che h(v) = v'.
Basta allora dimostrare che v € Kerf, in questo modo si avra che h applicato a un elemento
del nucleo di f contiene v’ che ¢ un elemento di Kerg. Ci chiediamo allora se f(v) = 0.
Possiamo applicare [ a questo elemento: I(f(v)) = g(h(v)) = g(v') = 0, quindi f(v) € Kerl,
ma [ & un isomorfismo, in particolare & iniettiva, e quindi Kerl = {0} = f(v) = 0. Dunque
v € Kerf ev' € h(Kerf) che implica Kerg C h(Kerf). Dal doppio contenimento segue
I'uguaglianza.

Vediamo ora l'altro: Sia w’ € Img C W', allora v’ € V' tale che w’' = g(v’), ma dato
che h ¢ un isomorfismo, Jv € V tale che h(v) = v'. Dunque w’ = g(h(v)) = I(f(v)) che ¢
chiaramente un elemento di [(Imf). Dunque w’ € I(Imf) = Img C l(Imf). Dal doppio
contenimento segue 'uguaglianza.

Questo esercizio ha un’utilita grande: se consideriamo [ e h isomorfismi di passaggio al-
le coordinate, possiamo ottenere tante informazioni sulle applicazioni f e g. In particolare ¢
molto utile utilizzare gli isomorfismi di passaggio quando si ha a che fare con spazi vettoriali
complessi, per passare studiare la stessa situazione in spazi pit semplici.

In particolare se B C V & una base di V e D C W & una base di W, e dimV = n e
dimW = m, allora il diagramma seguente

v L sw

5| |p

K”THK’”

commuta (dove B = [ | e D = [ |p) e in particolare [ |g(Kerf) = KGT(LMg(f)) =
Ker(ME(f)) e [Ip(Imf) = Im(Lyzp) = Im(MZE(f)), dove se B = {v1,...,v,} si ha

Mg (f) = ([f(w)]p || [f (va)]p)

In particolare studiando nucleo e immagine della matrice associata a f nelle basi B e D
troviamo informazioni su nucleo e immagine di f. In pitt dimKerf = dimKer(ME(f)) e
dimImf = rnk(f) = rnk(ME(f)) (ricordiamo che le applicazioni iniettive preservano le
dimensioni).

8.4 Esercizio 4

Sia f : R4[t] — M(2,R) che manda il polinomio p in:

b (p(l) p(—1)>

P p'(=1)

dove con p’ indichiamo la derivata di prima di p. Dimostrare che f ¢ lineare e trovare Ker f
elImf.

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto una cosa: la derivata D : K[t] — K]t] che associa
a p — p’ & un’applicazione lineare. Per di pitl la derivata del monomio t* con k > 0
& D(t*) = kt*~! e poiché l'insieme {1,¢,...,t* ...} & una base di K[t] conosciamo i valori
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dell’applicazione derivata su una base = conosciamo i valori della derivata per qualsiasi
polinomio.

Possiamo allora considerare I'applicazione nel seguente modo

. ( vah(p) val_1(p)
P \(valy o D)(p)  (val_y o D)(p)
quindi le 4 entrate della matrice sono 4 applicazioni lineari che mandano un polinomio di
R* in R. Consideriamo allora il caso pit1 generale: sia F : Ry[t] — M(2,R) che manda il

polinomio p in: LB £
1(p 2(p
pH(ﬁu hU)

dove f; : R4[t] — R sono lineari Vi € {1, 2, 3,4}. Dimostriamo allora che F' ¢ lineare:
- Additivita: Siano p1,pe € R4[t], allora:

filpr +p2)  fo(pr +p2)\ _ (filpr) + fi(p2)  fa(p1) + fa(p2)
Pl pm) = (0] Jeip el (o) Bies) Rlo) v )

_ fl(Pl) fz(pl) f1(192) f2(]92)
‘<Mm>ﬁw0+<Mm)ﬁ@D

- Omogeneita: Sia p € R e p € R[t], allora:

_ (filup)  fo(up)\ _ (nfi(p) pfap)\ _  (filp) fo(p)) _
Flpp )<f3(up) f4(up))(uf3(p) uf4(p)>u (fs(p) f4(p)>“ Fp)

Questo dimostra che anche la f di partenza, che era un caso generale di questo, ¢ lineare.

Dimostrata la linearita di f vogliamo trovarne nucleo e immagine (ancora con l’isomor-
fismo di passaggio): consideriamo B = {1,t,t2 ¢3¢t} la base canonica di R* e D =
{E11, E12, Eo1, Eas}. Troviamo la matrice MDB (f) associata alla f: troviamo quindi prima
le colonne di MB(f). Vediamo dove vanno gli elementi della base tramite f:

1 1
1— (0 0) = 1E11 + 1E12 + OEgl + 0E22

t— G 11) =1E11 — 1E19+ 1E5 + 1E5

t2 — (é 12> Fi1+ 1FE19 +2FE9 — 2FE9s
s (1 -1

t° — 3 3 = 1E11 — 1E12 + 3E21 + 3E22
L (11

t* — 4 —4 =1F11 + 1E12 +4F9 — 4F5

e quindi ME(f) & la matrice che ha per colonne le coordinate delle immagini rispetto alla
base D:

1 1 1 1 1
@l ={ |- tolo=| | t@lo=| 5 | v@b=|73 | o= |
0 1 —2 3 —4
ovvero
1 1 1 1 1
R

o
[
I
[\
w
|
i

Da questa matrice associata adesso possiamo capire tutto quello che vogliamo su f.
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Apriamo una lunga parentesi: qual e il significato della matrice associata a f? La ma-
trice M5 (f) ¢ quella matrice tale che [f(v)]p = ME(f) - [v]s, ovvero ¢ la matrice che in
output da un vettore le cui coordinate rappresentano i coefficienti della combinazione lineare
che genera f(v) nella base D. Per esempio: Quanto vale F(t* — 3 4 2t — 3)? Dato che

-3

2

[t* —t3+2t—3]p=| 0

-1

1

dove B = {1,t,t2,¢3,t*}, si ha che

11 1 1 1 }3 -1
43 o aq |1 -1 1 -1 1 | -3
[FE' - +2t=3)p=|, | o 3 4 _01 = 5
0 1 -2 3 —4 ) -5

dove D = {Ella Elg, E21, EQQ}. Ma allora

F(t* 1% +2t —3) = =By — 3E13 4+ 3Ey — 5Ey = <31 _2)

Torniamo al nostro esercizio: cerchiamo Kerf = Ker(M5(f)). Consideriamo 'applicazio-
ne L ME(f) R> — R?*, per quanto visto nell’Esercizio 3 di quest’esercitazione si ha che
Ker(ME(f)) = [ |s(Kerf) e Im(ME(f)) = [ ]p(Imf). Cerchiamo Ker(MB5(f)): per
trovare chi ¢ il nucleo bisogna risolvere il sistema lineare generato da

11 1 1 1 il 8
Bre 1 -1 1 -1 1 2
0 1 -2 3 —4 x‘* 0
5

ovvero

$1+$2+I3+I4+I5 =

Ty —Tot+xr3—T4+x5 =0
To + 2x3 + 3x4 + 4x5 =0
To — 2x3 + 3x4 — 4x5 =0

che ha sempre soluzione in quanto € omogeneo. Dobbiamo applicare I'algoritmo di Gauss-
righe completo alla matrice ME(f) (non serve aggiungere la colonna dei termini noti in
quanto sono tutti nulli!). Applichiamo dunque I’algoritmo: cerchiamo la prima colonna non
nulla: ¢ la prima. Cerchiamo il primo elemento della colonna non nullo: & Ielemento di
posto 1,1. Vogliamo che il resto della colonna sia fatta di 0: sottraiamo alla seconda riga la
prima:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 RorRo—Ry 0o -2 0 -2 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
0o 1 -2 3 -4 o 1 -2 3 -4

Riapplichiamo adesso ’algoritmo di Gauss-righe alla sottomatrice ottenuta ”scartando” la
prima riga (che abbiamo appena sistemato): cerchiamo la prima colonna non nulla: ¢ la
seconda. Cerchiamo nella seconda colonna il primo elemento non nullo che ¢ ’elemento di
posto 2,2. Dal momento che in questa posizione c¢’¢ un -2 (e noi vogliamo che ci sia un 1),
moltiplichiamo la riga per —%. Adesso sottraiamo alla terza e alla quarta riga la seconda
riga (gia moltiplicata per —3):

1 1 1 1 1 11 1 1 1
0 -2 0 -2 0 R3—Rs+3R1,Ry—Ra+ 3Ry 0 1 0 1 0
0 1 2 3 4 Ry——1R, 00 2 2 4
o 1 -2 3 -4 00 -2 2 —4
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Riapplichiamo adesso ’algoritmo di Gauss-righe alla sottomatrice ottenuta ”scartando” le
prime due righe (che abbiamo appena sistemato): cerchiamo la prima colonna non nulla:
e la terza. Cerchiamo nella terza colonna il primo elemento non nullo che & I'elemento di
posto 3,3. Dal momento che in questa posizione ¢’¢ un 2 (e noi vogliamo che ci sia un 1),
moltiplichiamo la riga per % Adesso sommiamo alla quarta riga il doppio della terza riga
(gia moltiplicata per %)

11 1 1 1 11 1 11
01 0 1 0 Ry—Rs+Rz [0 1 0 1 O
00 2 2 4 Ra—LRs 00 1 1 2
00 -2 2 —4 0 00 40
Dividiamo ora l'ultima riga per 4 e otteniamo:

111 11 11 1 11

0 1 0 1 0| Ra—3zRs 01 0 1 0

00 1 1 2 001 1 2

0 00 40 0 0010

Abbiamo cosi ottenuto una matrice a gradini con 4 pivot. Ma allora dimIm(M5(f)) =4 e
inoltre Im((ME(f))) & un sottospazio di R* = Im(LMg(f)) =Rt= L5 () € surgettivae
dunque Imf, che & la controimmagine tramite I'isomorfismo delle coordinate di Im(MZE (f)),
e M(2,R), ovvero anche f & surgettiva. Tornando al nucleo: per la formula di nucleo e
immagine si ha che dimKerf = dimRy[t] — dimImf = 5 —4 = 1. Quindi il nucleo &
generato da un vettore: per scoprire chi & dobbiamo continuare con l’algoritmo di Gauss
completo, che prevede di mettere degli 0 sopra i pivot. D’ora in poi scrivero le operazioni
sopra le frecce:

1 11 11 1 11 0 1
0 1 0 1 0] Ri—Ri—R4,Ra—R2—R, 01 0 0 O] Ri~»Ri—Rs
00 1 1 2 Rs—Rs—Ry 001 0 2
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 -1 1 0 0 0 -1
Ri—Ri1—Rs 01 0 0 O Ri—»Ri—-R, [0 1 0 0 O
0O 01 0 2 001 0 2
0O 0 01 O 00 0 1 O

Riscriviamo allora le equazioni che definiscono il nucleo di ME(f) con la nuova matrice:

ry—x5 =10
To =0
r3+2x5 =0
T4 =0

e trovando tutto in funzione di x5 abbiamo:

r1 =T
To = 0

r3 = —2x5
Ty = 0

quindi un elemento qualsiasi del nucleo ha la forma seguente:

Iy 1
0 0
—2$5 = T5 —2
0 0
Is 1
ovvero
1
0
Ker(Mp(f)) = Span(| =2 |)
0
1
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Vogliamo ora trovare Kerf: dato che gli isomorfismi mandano basi in basi (e il vettore
di sopra & una base del nucleo di M5(f)), riapplicando l'isomorfismo di passaggio alle
coordinate invertito troviamo una base di Ker f:

1

0 —1
Kerf = Span(l -2 ] ) = Span(1 — 2t* 4 t*)
0 B
1

e quindi Kerf = Span((t?> —1)?).

Osservazione: la matrice iniziale M5 (f) non & molto bella, poiché non ha molti zeri (di-
ciamo che le matrici belle sono quelle con tanti zeri). Abbiamo infatti dovuto fare molte
operazioni di riga per giungere alla conclusione. Questo perché la base di partenza (B) e la
base di arrivo (D) che abbiamo scelto hanno poca attinenza con il problema. Se ad esempio
costruissimo una base di Ry4[t] che contiene il polinomio ¢ = t* — 2¢% + 1, la colonna ad esso
corrispondente sarebbe una colonna di soli zeri, in quanto

fla) = (8 8)

e le coordinate rispetto a una qualsiasi base saranno tutti 0.

Scegliamo allora una base diversa in partenza: sia B’ = {(t2 — 1)%,¢,t2,¢3,#*} (notiamo
che & una base in quanto abbiamo sostituito il polinomio a 1, che puo essere scritto come
1= (12 —1)% — t* + 2t?). Ma allora la matrice associata nella nuova base ha come prima

colonna:
s -2 =[ (o o)), -

in quanto essendo D una base, I'unico modo per ottenere la matrice nulla & quello di avere
tutti coefficienti nulli. Le altre colonne invece sono uguali a prima, in quanto non abbiamo
cambiato la base d’arrivo. Quindi:

o O O o

o 1 1 1 1

) 0 -1 1 -1 1
Mp(H)=1og 1 2 3 4
0 1 -2 3 —4

che ¢ una matrice molto pitt bella di M5 (f) in quanto ha una colonna di soli zeri, che non
verra presa in considerazione nell’algoritmo di Gauss.
I1 vero problema ¢ riuscire a capire quale base conviene mettere :).
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9 Esercitazione 26-11-2021

9.1 Esercizio 1, prosieguo Esercizio 4

Sia f : R* — M (2,R) che manda il polinomio p in:

dove con p’ indichiamo la derivata di prima di p. Se B = {1,t,t2,¢3,t*} & una base di R* e
D = {FE11, E12, Eo1, E22} € una base di M (2,R) abbiamo gia verificato nell’Esercizio 4 della
scorsa esercitazione che la matrice associata a f nelle basi B e D é:

11 1 1 1
1 -1 1 -1 1
Mp(f) = 0 1 2 3 4
0 1 -2 3 —4

Abbiamo anche verificato che cambiando base in partenza B’ = {(t? — 1)2,¢,t2,t3,t*} la
nuova matrice associata e fatta come segue:

MD(f): 0 1
o 1 -2 3 -4

Ma come dipendono MB(f) e ME'(f) 'una dall’altra? Dal momento che si ottengono
cambiando una base in partenza, per quanto visto a teoria la relazione tra le due é:

ME'(f) = ME(f) - ME (idw, )

ME(f) = ME (f) - ME (idg, )

dove M g/(idm[t]) ¢ ME (idg,p) sono matrici di cambio di base. Vogliamo trovare esplici-
tamente chi sono M5’ (idw,i)) e ME (idg,p)). Ricordiamo inoltre che

ME (idg, ) = (MB, (idg, )~

Siano allora B = {1,¢,t2,#3,t4} e B’ = {(t?> — 1)?,t,2,t3,t*} le due basi. Troviamo prima
la matrice M g/ (idg,[q): come ¢ fatta questa matrice? La costruzione ¢ analoga a ogni
matrice associata a un’applicazione lineare: troviamo le colonne, applichiamo ’isomorfismo
di passaggio alle coordinate e abbiamo la matrice. Troviamo le colonne:

1

(idp, ) (P —1)*) = -1 =t" -2+ 1 = [t' -2t + 1]p = | -2
0

1
0
0
(idp, ) (t) =t = [t]p =  (idp, ) () =t = [*]p = | 1

0
0

cocor~Oo
\—/

(idR4[t])(t3) =t = [ts]B =

— _ _
o= O OO

0
0
, (idg, @) (") =t' = [t"]p = [ O
0
1
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ovvero

1 00 00
/ 0 1000
Mg (idg,j)=1-2 0 1 0 0
00 10

1 00 01

Cerchiamo ora ME, (idg, 1)), con lo stesso ragionamento di prima, troviamo le colonne:

(idp,)(1) = 1= [1]p = [(* — 1) + 2t — t"]p =

SN O

(idp, ) (t) =t = [tlp = , (idg,)(t?) = t* = [t*]p =

cocoor~Oo
\—/
oo~ OO
;/

(idp, ) (%) = t* = [t°]p = , (idg, ) (t*) =t = [tY)p =

—
o= O O O
—
_ o O O O

ovvero

1 0000
01000
Mg (idg,y) =12 0 1 0 0
0 00 10
-10 0 0 1

Possiamo verificare la correttezza mostrando che sono 'una linversa dell’altra: il loro

prodotto deve fare I5:

1 00 00 1 0000 1 000
0 1000 0 1000 01 0 0
ME (idg,n)-ME (idg,;)=| 2 0 1 0 of|]-2 0 1 0 0]=]0 010
0 00 10 0 00 10 00 01
-1 0 0 0 1 1 00 01 000 0
(§]
1 00 0 0 1 0000 1 000
0 1000 0 1000 01 0 0
ME (idg,n)-ME (idg,i) = | =2 0 1 0 0 2 01 0 0|=]0010
0 00 1 0 0 0010 00 01
1 000 1/ \-100 01 00 00

Quindi sono effettivamente giuste in quanto 'una inversa dell’altra.
Mostriamo per di pilt dal punto di vista esplicito che M5 (f) = M5(f) - M5 (idg, 1)

11 1 1 1 0 (1) 8 8 8 1-2+1 1 1 1 1
L—1 1 =1 1|5 o) ool -2+ -1 1 -1 1)
0 1 2 3 4 o 00 1 0 —4+4 1 2 3 4|~
01 -2 3 4/ J 001 4-4 1 -2 3 —4

che ¢ effettivamente Mg/(f)

Cambiamo ora base in arrivo. Sia

{0 o) (V)G )G
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una nuova base di M(2,R) (abbiamo gid trovato queste matrici: sono f(1), f(t), f(t?),
f(t?) e dato che la f & surgettiva, questi 4 matrici generano in quanto le applicazioni surget-
tive mandano generatori in generatori). Cerchiamo la matrice M B,(id M(2,r)): troviamo le
colonne (vi chiedo un atto di fede nelle combinazioni lineari che non avevo voglia di scrivere):

(s -G =10 Yo-4|
(3 -5 3) =
(3 D=0 =10 Y47
(3 D= 9 =10 ), -4 [

e quindi la matrice MDD,(idM(QvR)) &

2 2 -1 1

. 1 3 -3 -1 -1

Mg’ (ZdM(Q,]R)) = Z 0 0 1 -1
-1 1 1 1

Vogliamo dunque cercare la matrice associata a f nelle basi B e D’ (ovvero partiamo da
un polinomio, lo scriviamo con le coordinate in base B e otteniamo in output i coefficienti
della combinazione lineare che genera I'immagine del polinomio tramite f nella base D’):
per farlo sappiamo che basta moltiplicare MD,(idM(Z,R)) per ME(f):

2 2 -1 1 1 1 1 1 1
. 1 3 -3 -1 -1 1 -1 1 -1 1

B _ D . B —— . =
MD’ (f) - MD’ (Zd]W(Q,R)) MD (f) 4 0 0 1 -1 0 1 ) 3 4
-1 1 1 1 o 1 -2 3 -4

Facciamo vedere ora che con il procedimento standard troviamo la stessa soluzione: co-
struiamo dunque M5, (f) nel modo tradizionale. Cerchiamo allora le colonne della matrice
trovando le coordinate delle immagini della base B nella base D’:

1 0
o =[(5 o)1, = o] vo=[(; )], - s
0 0

=
—
~
[\v]
=
Q
Il
L —
N
[N RN
| =
[\
N~
S
Il
O = OO
=
~—~
~
w
=
Q
Il
L—
N
w
|
wr—\
~_
Q
Il
_ o O O

ponels b )6 D]

E quindi la matrice associata a f nelle basi B e D’ & la matrice che ha per colonne i vettori
che abbiamo trovato sopra:

1000 —1
0100 0
Mg’(f):00102
0001 0
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concordemente a quanto trovato sopra.
Citazione Manfre: ”Morale della storia, non fate mai il cambio di base, & soltanto una per-
dita di tempo”.

E ora la domandona: perché tutto ’sto casino? Per far vedere che cambiando basi, le
matrici possono venire pitt o0 meno belle...

9.2 Esercizio 2

Siano
T

U:{ y €R3‘2x—y+z:0}
P

W:{ i €R3’y+z:0}
z

Si costruisca, se esiste, oppure si dimostri che non esiste, una f : R> — R3 lineare tale che:

SfO)ycWe f(W)cU

2
 fles) = %
2

- dimVa(f) = 2, dove Va(f) & I'autospazio di f relativo a 2, ovvero Vao(f) = {v € R3| f(v) =
v} = Ker(f — 2idgs).

Se f esiste si risponda alle seguenti domande: E unica? E un isomorfismo? 3 una retta
f-invariante non contenuta in Va(f)?

Dimostrazione. Notiamo in primo luogo che U e W sono descritti da un’equazione in R3,
quindi sono 2 iperpiani in R3 e hanno entrambi dimensione 2: dimU = dimW = 2. Abbiamo
gid dimostrato nell’Esercizio 6 dell’esercitazione del 12/11/21 che due piani si intersecano
in almeno una retta e in al pit un piano, tuttavia, questa seconda possibilita implica ne-
cessariamente che i due piani siano uguali. Dato che U e W sono diversi perché descritti
da equazioni diverse essi si intersecano in una retta. Per di piu, grazie alla formula di
Grassmann, abbiamo che

dim(U + W) = dimU + dimW — dim(UNW) =2+2—1=3

e dato che U + W C R? in quanto ¢ un suo sottospazio, per contenimento e uguaglianza
dimensionale U + W = R3.

Inoltre, il secondo punto ci chiede di calcolare f(eg): notiamo che e3 ¢ U e e3 ¢ W, in
quanto non soddisfa nessuna delle due equazioni.

Per costruire una tale f, vogliamo costruire la sua matrice associata e per fare questo ci
serve definire una base in partenza e una in arrivo. Per quella in partenza abbiamo due
scelte possibili: o scegliamo una base in cui compare R3, oppure costruiamo una base alla
Grassmann, ovvero troviamo una base dell’intersezione U N W, la completiamo a base di W
e di U e otteniamo una base della somma che abbiamo gia dimostrato essere R3. Utilizziamo
il secondo metodo: capiamo prima chi e U NW:

X

UﬂW:{ Y €R3‘2x—y+z:0, y—i—z:O}
z
e ricavando tutto in funzione di z otteniamo che x = y = —z quindi ogni vettore dell’inter-
sezione ¢ fatto come:
—Zz -1
-z =z|-1
z 1
e quindi
-1
UNW = Span(| —1]) = Span(vy)
1
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Completiamo ora {v;} a base di U: prendiamo un altro vettore di U (basta che soddisfi
l’equazione) che non sia multiplo di v1, ad esempio prendiamo il vettore

0
Vg = 1
1

Ma allora U = Span(vi,v2). Completiamo ora invece {v1} a base di W: prendiamo un
altro vettore di W (basta che soddisfi I’equazione) che non sia multiplo di v;, ad esempio
prendiamo il vettore

1
V3 = 0
0

Ma allora W = Span(vi,v3). Adesso, per motivi teorici, abbiamo trovato una base di R?,
in quanto {vy,vs,v3} & una base di U + W che & R3 per quanto si & visto sopra. Quindi sia
B = {vy,v9,v3} una base di R3 in partenza. Per sia B anche base di arrivo. Cerchiamo allora
di capire come & fatta ME(f). Innanzitutto cerchiamo di capire dove va v;. Poiché, per la
prima ipotesi, f(U) C We f(W) CU,sex € UNW, allora f(z) € UNW in quanto x € U
= f(z) eWezrxeW = f(z) e U = f(x) € UNW (in particolare f(UNW) C UNW,
ovvero U NW ¢ f-invariante) e dato che v; € U N W, si ha che f(v1) € UNW = Span(v1)
= f(v1) = Av; con A € R. Quindi la prima colonna di ME(f) sara del tipo:

A

Mg(f)l = [f(v1)]s = [Mi]p = 8

Cosa sappiamo invece di f(v2) e di f(v3)? Ricordiamo che vy € U e quindi per ipotesi
f(v2) € W (primo punto) = esiste una combinazione lineare di vy, v3 (che sono una base
di W per motivi teorici) che genera f(v2): I, 8 € R tale che f(ve) = avs + fvs. Ma allora
conosciamo anche la seconda colonna di ME (f):

Mg (f)* = [f(v2)]5 = [ov1 + Bus]p = g

Ma con lo stesso ragionamento, vs € W = f(v3) € U = esiste una combinazione lineare
di vy, v2 (che sono una base di U per motivi teorici) che genera f(vs): 37,0 € R tale che
f(v2) = yv1 4 dva. Ma allora conosciamo anche la terza colonna di Mg(f):

v
ME(f)? = [f(v3)]z = [yv1 + dva]z = | &
0
OVVero
A a vy
ME(fy=(0 0 o
0 8 0

Notiamo che abbiamo 4 zeri nella matrice: non male.

Osservazione: Per costruire la matrice abbiamo sfruttato la prima ipotesi: ricapitoliamo
il tutto mostrando allora che la prima ipotesi & sempre soddisfatta per ogni applicazione
lineare associata a una matrice fatta come ME(f). Mostriamo che f(U) C W Vu € U: ci
basta definire la f su una base di U, ma gia ce 'abbiamo: {v;,v2} e sappiamo anche le loro
immagini: f(v1) = A e f(v2) = vy + Pus, che sono elementi di W :). Stesso discorso per
dimostrare che f(W) C U.

Imponiamo ora la seconda condizione: mandiamo ez nel vettore Per la teoria, se

NI DN

scriviamo es come combinazione lineare di elementi di B e moltiplichiamo MZ(f) per le
coordinate di e3, otteniamo le coordinate di f(e3) nella base B: scriviamo ez come combina-
zione lineare di elementi di B: la combinazione lineare che genera ez e: ez = %(vl + vg + v3)
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e quindi

1
sl = (01 + v + )l = | 1
2
Per comodita utilizziamo il vettore 2e3 (lo possiamo fare per 'omogeneita di f):
1
[263]3 = ].
1

4
e inoltre f(2e3) = 2f(e3) = | 1 | Scriviamo adesso le coordinate di f(2e3) in base B (chi ¢
1

questo vettore? E il prodotto tra ME(f) e [2es]p):

4 0
[ 1 ] :[1)24-41)3}3: 1
1/ 1B 4
dunque
1 0
ME(f) - [2es]p = [f(2e3)]p = ME(f)- [1] = |
1 4
imponiamo dunque questa uguaglianza:
A a v 1 0 At a+ry 0
0 B 0 1 4 8 4
da cui otteniamo A +a +v =0, d = 1 e § = 4. Ricaviamo dalla prima uguaglianza -:
v = —A — « quindi la matrice di partenza non dipende piu da 5 parametri, ma solo da 2!
A a —A—a
ME(f)=10 0 1
0 4 0

Una matrice del genere (che ¢ un’applicazione) rispetta sia 'ipotesi 1, che l'ipotesi 2.
Infine, ci veniva richiesto che V,(f) avesse dimensione 2. Sappiamo che Va(f) = Ker(f —
2idps), quindi possiamo studiare f — 2idgs: qual & la sua matrice associata? Dato che
I’applicazione matrice associata ¢ un isomorfismo:

ME (f — 2idgs) = M (f) — 2M (idgs) = Mg (f) — 213

dove il passaggio M5 (idgs) = I3 ¢ giustificato dal fatto che si ha la stessa base in partenza
e in arrivo e Papplicazione e I'identita. Ma allora dimKer(f — 2idgs) = 2 <= dimIm(f —
2idgs) = rnk(f — 2idgs) = 1 per la formula di nucleo e immagine, e dato che ME(f) — 213 ¢
la matrice associata a f — 2idgs, ci basta far vedere che & possibile, o impossibile, soddisfare
ipotesi rnk(ME(f) — 2I3) = 1. Questo rango & calcolabile con Gauss:

A—2 a -«
ME(f)—2I;={ 0 -2 1
0 4 —2

il rango di tale matrice varia al variare di A e a: facciamo qualche operazione:

A—2 a -« A—2 a -«
0 -2 1 HsmBstalo (g 9 1
0 4 -2 0 0 0

Tale matrice sembra ridotta a scalini, ma non lo ¢ sempre: infatti se A = 2, la prima colonna
¢ nulla e la matrice non ¢ a scalini. Continuiamo con le operazioni:

A—2 a -« A—2 2—-—a -« RasRa (M) R
0 _9 1 2 Cot2Cs, 0 0 1 it Ade) e,
0 0 0 0 0 0
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T L T (A R
e e e N B 0 1] =G, [y 0 0 | fufey
0 0 0 0 0 0
1 0 0
ezl g Con—a A—2
0 0 0

Adesso abbiamo un vantaggio grande: il primo pivot, nel posto 1,1 & sempre fisso e la matrice
ha almeno rango 1. Se voglio che il rango sia uguale a 1 allora non ci devono essere altri
pivot: gli unici altri scalino possibili sarebbero quelli in posizione 2,2 e 2,3: devo imporli
uguale a 0! rnk(ME(f) —2I3) =1+= -2 —a=X—-2=0ovvero A =2 e a = —4.
Abbiamo allora completamente determinato la matrice M5 (f), in quanto abbiamo dato un
valore a tutti i parametri liberi. In particolare

2 —4 2
ME(H) =0 0 1
0 4 0
¢ la matrice associata all’'unica applicazione lineare possibile che soddisfa quelle 3 proprieta
contemporaneamente. Quindi abbiamo dimostrato che tale applicazione esiste e per di piu

che & unica: 3! f che soddisfa le tre ipotesi. Se vogliamo definire f su una base:

f(v1) = 2v1, f(v2) = —4vy + 4vs, f(vz) = 2v1 + v2

Rispondiamo ora alle domande: si, la f € unica e si & gia mostrato il perché.

E un isomorfismo? f & un isomorfismo <= rnkf = 3 <= rnk(MB(f)) = 3 che & vero in
quanto scambiando la seconda e la terza riga di MEZ(f) otteniamo una gradinatura con 3
pivot (basta poi dividere per gli scalari pitt adatti). Quindi si, f & un isomorfismo.

Ci chiediamo ora se esiste una retta f-invariante non contenuta in Va(f). Notiamo che
vy € Va(f) in quanto f(v1) = 2v;. Inoltre notiamo che se x € U — (U N W), allora,
per ipotesi, f(x) € W e quindi & impossibile che f(z) = 2z (2x non pud appartenere
a W, perché in quanto sottospazio gli apparterrebbe anche x, ma x lo abbiamo scelto
apposta fuori da W). Stesso discorso per i vettori di W che non stanno in U. Notiamo
inoltre che anche Va(f) ha dimensione 2, dato che abbiamo imposto precedentemente che
rnk(ME(f) — 2I3) = rnk(f — 2idgs) = 1 e dunque & un piano dentro R?® che contiene la
retta Span(vy). Supponiamo che esista una retta r f-invariante non contenuta in Va(f):
essa non puo essere contenuta nemmeno in U e in W in quanto non sono f-invarianti per
ipotesi. Sicuramente r = Span(v), con v un vettore incognito non nullo, inoltre f(v) = (v
con ¢ € R e ¢ # 2 (altrimenti sarebbe Va(f)). Per di pitt v € Ker(f — (idgs): se dunque
esiste un vettore non nullo appartenente al nucleo, tale nucleo ha dimensione geql e dunque
rnk(f — (idgs) < 2. Bisogna dunque verificare con Gauss per quali valori di ¢ si pud avere
rk(f — Cidgs) = rk(ME (f) — Cls) = 2:

2-¢ —4 2\ o, 1 —4 2
B 12
Mg (f) —Cls = 0O —¢ 1 |]———=[(0 —¢ 1
0 4 0 4 —¢
(possiamo farlo in quanto ¢ # 2)
1 -4 2 1 0 0 s ot 1 0 0
0 —¢ C2—C2+4C 0 —¢ 1 2—~C2+(C3 0 0 1 Co+—C3y
0 4 —¢) @7 o 4 < 0 4-¢
1 0 0
Co+—C3 0 1 0
0 —¢ 4-¢

notiamo che il rango di questa matrice € 2 se e solo se l'ultimo candidato gradino e 0:
4—(? =0+ ¢ ==+2 ma poiché ¢ # 2 per ipotesi si ha ( = —2. Quindi per ¢ = -2,
rnk(f + 2idgs) = rnk(ME(f) + 2I3) = 2, ovvero dimKer(f + 2idgs) = 1 e dato che la
retta r & contenuta in Ker(f + 2idgs) per contenimento e uguaglianza dimensionale si ha
che r = Ker(f + 2idgs) = V_a(f). Questo risponde alla domanda: si, esiste una retta
f-invariante non contenuta in Va(f).
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9.3 Esercizio 3, prosieguo Esercizio 2

Sia r = Ker(f + 2idgs) = V_o(f) come nell’esercizio precedente. Si trovi una base di r e si
dimostri che R = Vo (f) & V_a(f).

Dimostrazione. Da quanto visto nell’Esercizio precedente, tale r & un retta dentro R3 e ha
dunque dimensione 1. Ci basta dunque trovare un vettore v € Ker(f + 2idgs) non nullo:
cosi facendo si avra che Ker(f + 2idgs) = Span(v). Come lo si trova tale v? Basta risolvere
il sistema associato a

4 —4 2 x 0
(ME(f)+2I3)-v=0= [0 2 1 y| =10
0 4 2 P 0

ovvero

dr —4y+2z =0
2y + 2 =0
4y + 2z =0

notiamo che la terza equazione ¢ il doppio della seconda: puo dunque essere scartata dal
sistema in quanto non inficia sulla soluzione. Otteniamo:

dor —4y+2z =0
2y + =z =0

che & un sistema di 2 equazioni in 3 incognite. Ricavando z dalla terza e sostituendolo
nella seconda otteniamo tutto in funzione di y: z = —2y e x = 2y. Quindi un vettore del
nucleo ha la forma

2y 2
y | =yl 1
—2y —2
e dunque
2
Ker(f + 2idgs) = Span(| 1 |)
-2

Abbiamo dunque trovato una base di r.

Dimostriamo ora che R3 = V5 (f)®V_2(f). Abbiamo gia visto nell’esercitazione del 26/10,/21
il metodo con cui affrontare problemi del genere. Dimostriamo innanzitutto che Va(f) e
V_o(f) sono in somma diretta, ovvero che la loro intersezione ¢ banale: siav € Vo (f)NV_o(f).
Allora f(v) = 2v in quanto v € Va(f) e f(v) = —2v in quanto v € V_5(f): dunque 2v = —2v
ovvero v = 0. Quindi i due sottospazi sono in somma diretta: Va(f) NV_s(f) = {0}. Per
dimostrare ora che la loro somma & R?, ovvero che sono supplementari, possiamo ragionare
sulle dimensioni: per Grassmann:

dim(Va(f) + Voao(f)) = dim(Va(f)) + dim(V_2(f)) — dim(Va(f) N V_2(f))

ora dimVa(f) = 2 (in quanto gia lo avevamo dimostrato nell’Esercizio precedente), dim(V_o(f)) =
1 in quanto V 2(f) e laretta r di sopra e dim(Va(f)NV_2(f)) = 0 in quanto si & dimostrato
che Va(f) NV_a(f) = {0}. Ma allora

dim(Va(f) + Voa(f)) = dim(Va(f)) + dim(V_2(f)) — dim(V2(f) N V_a(f)) =24+1-0=3

Ma allora Va(f) 4+ V_2(f) & un sottospazio di R® di dimensione 3 = per contenimento e
uguaglianza dimensionale si ha che Va(f) + V_o(f) = R3.

9.4 Esercizio 4

Siano V e W K-spazi vettoriali, tali che dimV = n e dimW = m. Sia H C V un sottospazio
di V e sia K C W un sottospazio di W. SiaT = {f € Hom(V,W)|Kerf D> H, Imf C K}.
Mostrare che T ¢ un sottospazio e calcolare dimT .
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Dimostrazione. Dimostriamo che T e un sottospazio: valutiamo le 3 richieste.

-0 € T? (dove 0 : V — W & l'applicazione nulla) Dato che Ker0 = V e Im0 = {0}
si ha che V O H (in quanto H & un suo sottospazio) e {0} C I'mf in quanto 'immagine &
un sottospazio. Quindi 0 € T'.

- Siano f,g € T. Vogliamo vedere se ¢ vero che Ker(f +¢g) D H e Im(f +g) C K.
Cominciamo dalla prima: sia h € H, ovviamente H C Kerf e H C Kerg in quanto per
ipotesi f,g € T. Valutiamo (f + g)(h):

(f+9)(h) = f(h)+g(h)=0+0=0

ovvero H C Ker(f + g). Continuiamo con la seconda. Sia v € V, ovviamente f(v) € K e
g(v) € K in quanto per ipotesi f,g € T. Valutiamo (f + g)(v):

(f+9)(0) = f(v) +g(v) € K

in quanto K ¢ un sottospazio ed & per questo chiuso per somma. Quindi Im(f + g) C K.
Dunque T ¢ chiuso per somma.

- Sia f € T e p € K. Vogliamo vedere se Ker(uf) D H e Im(uf) C K. Cominciamo
con la prima: sia h € H, ovviamente f(h) =0 in quanto f € T. Valutiamo (uf)(h):

(uf)(h) = pf(h) =0

ovvero H C Ker(uf). Continuiamo con la seconda. Sia v € V, ovviamente f(v) € K in
quanto per ipotesi f € T. Valutiamo (uf)(v):

(nf)(w) = puf(v) € K

in quanto K & un sottospazio ed & per questo chiuso per prodotto per scalari. Quindi
Im(uf) C K. Dunque T & chiuso per prodotto per scalari.
Dunque T'C Hom(V, W) & un sottospazio vettoriale di Hom(V, W).

Proviamo ora a trovare la dimensione di tale sottospazio. Cominciamo con una Cit. di
Manfre:”Il calcolo della dimensione dentro a Hom(V, W) ¢ quasi impossibile. Non fatelo.
Passate allo spazio di matrici”. Infatti, per motivi teorici, se due spazi vettoriali sono iso-
morfi, allora i loro sottospazi sono in bigezione e in particolare se V = W tramite una f e
H C V & un sottospazio di V tale che dimH = h allora dim(f(H)) = h. Perché questo?
Perché lo spazio delle applicazioni lineari ¢ uno spazio ”brutto”: se volessimo trovare la
dimensione di 7', dovremmo trovare una sua base... ”e come si fa? Boh” :) (sempre Manfre)
Se invece lavoriamo in uno spazio isomorfo a Hom(V, W), ad esempio M (m,n,K), la cosa
si fa molto piu facile, perché lo spazio delle matrici ¢ uno spazio bello, su cui sappiamo
lavorare.
Come procediamo? Scegliamo una base attinente alla geometria del problema: sappiamo
che in partenza abbiamo un sottospazio H C V, allora possiamo prendere una base di H e
completarla a base di V: sia {v1,...,v,} una base di H e completiamo tale insieme a base
di V: otteniamo B = {v1,...,Up, Upt1, ..., Un} base di V. In arrivo invece abbiamo un sotto-
spazio K C W: facciamo la stessa cosa. Sia {ws,...,w;} una base di K e la completiamo
a base di W: otteniamo D = {wy, ..., Wk, Wk41, -.., W, } base di W. Adesso possiamo usare
Iisomorfismo MJ5 : Hom(V,W) — M(m,n,K): ci interessa sapere dove va T tramite
ME. Chi & ImT? Sono tutte le matrici associate agli elementi di T: prendiamo allora un
elemento di 7: sia f € T e sia M5(f) la sua matrice associata. Cerchiamo di costruirla
esplicitamente: dobbiamo trovare le sue colonne, tramite le coordinate delle immagini degli
elementi di B tramite f in D. Valutiamo allora [f(v;)]p Yv; € B.
Notiamo che per 1 < i < h, f(v;) = 0, in quanto v; € H e per ipotesi f € T, quindi
H C Kerf. Allora
01
Vi< <h, [f()]o =[0)p=|

(U
Cosa posso dire di v; per h+1 < i < n? Posso usare il fatto che Imf C K, infatti f(v;) per
h+1 < i < néunelemento di Imf, e dunque lo ¢ anche di K: posso scrivere ogni f(v;) come
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combinazione lineare di elementi di K, ma una base K ce I'ho: {ws,...,wx}. In particolare
ogni elemento dell’immagine & combinazione lineare di {wy, ..., wx }, e non di {wgy1, ..., wm},
che e la restante parte della base D. Ma quindi come sono fatte le coordinate delle immagini
nella base di arrivo D? Come segue:

T

Tk

Vh+1<i<mn, [f(v,)]p=[r1w1 + ... + zrw + Owgs1 + ... + Owy]|p = Oy
+

Om

con z; € RV h+1<i<n. Ma allora la matrice M5 (f) & fatta come segue:

01 SN Oh Th+1, e Tny

Ok Ok Th+1 L,

MB — k k
b(f) Ok+1 -+ Oky1 Ogpr oo Oppa
0 ... Op O ... O

dove x;; si intende il j-esimo coefficiente della combinazione lineare dell’immagine del vettore
v;. Abbiamo dunque un’idea di come ¢ fatto lo spazio: le prime h colonne sono nulle, mentre
le restanti » — h hanno ognuna k coefficienti liberi di variare. Possiamo allora trovare una
base dello spazio M5 (T), che ¢ banalmente data da

{Evnt1s s Bont1, B2, s Egony2, oo Brpy ooy Bl b
(che & il quadrato in alto a destra). Quanti elementi ha questo insieme? Ne ha (n—h) -k (k

righe e n — h colonne) e quindi dimMZ5(T) = (n — h) - k. Dato che M5 & un isomorfismo,
esso preserva le dimensioni e quindi si ha che dimT = dimME(T) = (n — h) - k.
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10 Esercitazione 02-12-2021

10.1 Esercizio 1
Sia A € M(3,R) definita da

a 1 4
A=|1 a—-1 3
2 a—2 a

con a € R. Determinare rnkA al variare di ¢ in R.

Soluzione: Per trovare rnkA applichiamo l'algoritmo di Gauss-righe alla matrice A. No-
tiamo che c’e subito un problema: 1'algoritmo di Gauss comincia cercando la prima colonna
non nulla e poi cerca in essa il primo elemento non nullo. Nel nostro caso la prima colonna
non nulla é la prima, ma non abbiamo certezza che ’elemento di posto 1,1 sia non nullo,
in quanto dipende dal valore di a. Per ovviare a questo problema scambiamo la prima e la
seconda riga:

a 1 4 1 a—1 3
A=|1 a—1 3| 2=y 1 4
2 a—2 a 2 a—2 a

adesso possiamo procedere tranquillamente con 'algoritmo: produciamo degli zeri sotto
I’elemento di posto 1, 1: sottraiamo alla seconda riga la prima moltiplicata per a e alla terza
riga la prima moltiplicata per 2:

1 a—1 3 1 a—1 3
a 1 4| femBfereii g 20001 4-3a
2 a—2 q) BRI\ —a a—6

abbiamo cosi ottenuto il primo pivot! Andiamo avanti: consideriamo la sottomatrice otte-
nuta scartando la prima riga. Anche qui abbiamo un problema: dobbiamo trovare la prima
colonna non nulla che & la seconda (notiamo che non & mai nulla) e cercare in essa il primo
elemento non nullo: ma al variare di a si hanno risultati diversi e mai completamente diversi
da 0... con qualche operazione di riga (dette anche magheggi), possiamo tentare di ovviare
al problema anche questa volta:

1 a—1 3 1 a-—1 3 1 a—1
0 —a?4a+1 4—3q| Fe2fetls g 211 9 9| fezfezals
0 —a a—6 0 —a a—6 0 —a

abbiamo cosi tolto il problema della scalinatura: il primo elemento non nullo della seconda
colonna della sottomatrice ottenuta scartando la prima riga ¢ quello di posto 2,2. Ades-
so mettiamo uno 0 sotto all’elemento di posto 2,2: sommiamo alla terza riga la seconda
moltiplicata per a

1 a—1 3 1 a—1 3
0 1 —a?+dq—2| fefstala gy —a? +4a — 2
0 —a a—06 0 0 —ad3+4a®>—a—6

abbiamo cosi ottenuto il secondo pivot: il rango e sicuramente almeno 2. In particolare se
—a® + 4a® — a — 6 # 0, ovvero, risolvendo l'equazione, se a # 2, a # —1 e a # 3, allora
rnkA = 3, mentre se a = 2, a = —1 0 a = 3 allora rnkA = 2. Per ricapitolare:

a=2,a=30a=—-1= rnk(A)=2

a#—-1,2,3= rnk(A) =3

e quindi A ¢ invertibile se e solo se a # —1,2, 3.

Notiamo che, per quanto visto a teoria, ogni matrice ”intermedia” & ottenuta moltiplicando
A a sinistra per un’opportuna matrice, in particolare per la matrice ottenuta facendo le
stesse operazioni di riga su I3. Mostriamo che il risultato, oltre a funzionare teoricamente,
funziona anche praticamente: facciamo le stesse operazioni che abbiamo fatto ad A su Is:

100 01 0 0 1 0
0 1 0 Ri<+—R> 1 0 0 Ror—»Rsos—aRy 1 —a 0 Ro—Ro+ Ry
00 1 0 0 1) B2l \g 9
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0 1 0 0 1 0 0 1
1 —q_—92 1| fezflezals [ o | _, | Bezfistala, | a—2
0 -2 1 0 -2 1 a a®—2a—2

Ro—Ro+R3
2T,

Possiamo dunque verificare che il prodotto tra quest’ultima matrice e A da come risultato
proprio la matrice che avevamo trovato facendo le stesse operazioni (nello stesso ordine) su

0 1 0 a 1 4
1 a—2 1—a {1 a—-1 3
a a>—2a—-2 —-a’+a+1 2 a—2 a
che effettivamente, con un po’ di conti, confermiamo essere proprio la matrice

1 3
—a?+4a—2

a—
1
0 —a®+4a®>—a—6

o O =

10.2 Esercizio 2

Sia A € M(3,R) definita da
1 1
1 2

2 4 20
Determinare se A ¢ invertibile e in caso affermativo calcolarne 'inversa.
Soluzione: I'idea che sta dietro a esercizi come questo & sempre la stessa: fare operazioni di
riga fino ad ottenere la matrice identita (nel caso in cui ci riusciamo) e applicare poi quelle
stesse operazioni di riga (nello stesso ordine) alla matrice identita (in poche parole basta
fare Gauss completo). In questo modo siamo sicuri di trovare I'inversa in quanto il prodotto
tra la matrice a cui applichiamo le operazioni a partire da I3 e A & proprio I3. Per fare
prima, visto che dobbiamo fare le stesse operazioni di riga sia su A che su I3, consideriamo
la matrice (A|I3) ovvero la matrice

1
A= |1

1 1 1 1 00
AlI))=(1 1 2 0 1 0
2 4 20 0 0 1
(dobbiamo fare le stesse operazioni di riga sia su A che su I5, tanto vale farle insieme: tuttavia
ci focalizzeremo solo sulla parte sinistra: non ci interessa fare operazioni prettamente a
destra, ma solo il risultato finale). Cominciamo con il fare Gauss (non scrivero le operazioni
a parole, ma solo sopra le frecce):

—_

Ro—Ry— Ry R3z<—R>
=T,

R3l—)R372R1

—_
N O =
—
I

1
0
0

[\

1
1
4
1
R3(—)R2 O Rz?—)Rg—gRg
0

1 0 0
R20—>R2—9R3 O O 8 79 % %
Bimhi=fs \g 001 -1 1 0 001 -1 1 0

Notiamo che a sinistra abbiamo finalmente raggiunto la matrice identita, quindi possiamo
dichiarare concluso ’algoritmo. Abbiamo allora trovato 'inversa, che, per ragioni teoriche,
¢ la matrice che si trova a destra, ovvero:

- 8§ -1

12
2
0

Verifichiamo che effettivamente questa soluzione e corretta: facciamo il prodotto tra la
matrice appena trovata e A. Con dei semplici calcoli otteniamo:

[0.¢]

|

NeJ

—_
[N,
S =
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0
1—a
—a®+a+1

1 —6-1+8-1—2-2 —6-14+8-1—1-4 —6-1+8-2—1.20
2|=(81-9-1+}-2 81-9-1+%1.4 8.1-9.-2+1.20 | =
20 ~1-14+1-140-2 —1-14+1-14+0-4 —1-14+1-240-20



Facciamo anche il prodotto a sinistra, con semplici calcoli otteniamo anche questa volta:

1\ [-6 8 -1
2118 -9

: ~ 14
20 -1 1 0

N =
> =

1
=10
0

o = O
— O O

il che ci conferma che le due matrici sono una l'inversa dell’altra.

Osservazione: quella di sopra ¢ una procedura standard per trovare 'inversa di una matrice.
Ricordiamo inoltre che una matrice quadrata € invertibile se e solo se ha rango massimo
(uguale al numero delle sue righe), quindi applicare questa procedura non porta ad ambi-
guita, dato che se nel mezzo delle operazioni ci troviamo ad avere un numero di pivot minore
rispetto al numero di righe della matrice, possiamo concludere ’algoritmo e decretare che
quella matrice non ha inversa. Nel caso di sopra siamo andati avanti perché siamo riusciti
a mostrare che la matrice A aveva rango 3.

10.3 Esercizio 3

Risolvere al variare di a € R i seguenti sistemi lineari (ovvero dire se sono risolubili e in caso
affermativo trovare le soluzioni):

ar +y+ 4z =0 axr +y+4z =1
()dz+(a—1y+32z = (W) sx+(a—1)y+32 =0
2+ (a—2)yy+az =0 204+ (a—2)y+az =1

Soluzione: Analizziamo i due sistemi separatamente. Il sistema di sinistra € un sistema
omogeneo, che, per quanto visto a teoria, e sempre risolubile e il vettore nullo € una soluzio-
ne: in particolare, lo spazio delle soluzioni ¢ KerA, dove con A intendiamo la matrice dei
coefficienti. Il secondo sistema invece non € omogeneo, quindi non possiamo dire a priori se
esso sia 0 meno risolubile. Se lo ¢, sappiamo che lo spazio delle soluzioni ¢ un sottospazio
affine di R? di giacitura KerA.

Dal punto di vista geometrico, risolvere un sistema come quelli sopra significa capire come
si intersecano i tre iperpiani di R? descritti dalle 3 equazioni che compaiono nel sistema (no-
tare che gli iperpiani non sono fissi, ma variano al variare di a in R). Analizziamo il primo
sistema: come ci aspettiamo che possano intersecarsi 3 piani (posso dire piani in quanto un
iperpiano di R? & un oggetto di dimensione 2) in R*? In generale I'intersezione di 3 piani puo
essere una retta (se due piani sono distinti e il terzo piano interseca gli altri due nella stessa
retta), un piano (se sono tutti lo stesso piano) o l'origine (nel caso siano distinti e il terzo
piano non intersechi gli altri due in una retta). Nel secondo caso invece, le tre equazioni
non rappresentano degli iperpiani, in quanto, per esempio nella prima, il vettore nullo non
appartiene all’insieme descritto dall’equazione: in particolare diciamo che quelli sono iper-
piani affini, (non sono sottospazi). Quindi, la prima e la terza equazione, rappresentano dei
piani dentro R? che non passano per I'origine. Risolvere il sistema significa anche qui capire
come i tre piani si intersecano: in generale tre iperpiani affini in R® possono intersecarsi in
un punto (non l'origine), in una retta (come su), in un piano (se sono tutti uguali) o possono
non intersecarsi.

Dopo questa premessa teorica, cominciamo ad analizzare i due sistemi separatamente.

(#) Scriviamo la matrice associata al primo sistema:

a 1 4 T 0
1 a—1 3] -(y] =10
2 a—2 a z 0

per risolverlo, come si e visto a teoria, ci basta riscrivere la matrice completa associata al
sistema (ovvero la matrice dei coefficienti a cui si aggiunge la colonna dei termini noti (A|b))
e trovarne il rango: per il criterio di Rouché-Capelli il sistema ha soluzioni se e solo se
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rnkA = rnk(A|b) e per di piu la dimensione del sottospazio affine delle soluzioni & uguale al
numero di colonne di A meno il rango. Per questo primo sistema tuttavia non & necessario
aggiungere l'ultima colonna in quanto & una colonna di zeri (non altera il rango). Cerchiamo
allora, con Gauss, il rango della matrice A dei coefficienti: € la stessa matrice dell’Esercizio
1, quindi il rango gia lo sappiamo: o ¢ 2 o & 3. Analizziamo le due possibilita.

- Se rnkA =3 (a # —1,2,3), allora la dimensione del sottospazio delle soluzioni ¢ 3 —3 = 0,
ovvero dimKerA =0 = KerA = {0} e il sistema ha soluzione unica.

- Se invece rnkA = 2, ovvero a = —1,2, o 3 cosa possiamo dire sulla soluzione del si-
stema? Sicuramente, essendo ancora omogeneo il sistema ha soluzione. Chi e? Ci viene in
aiuto la scalinatura di A fatta nell’Esercizio 1. Ci riduciamo a studiare un nuovo sistema
lineare, equivalente al primo, definito da

1 a—-1 3 T 0
0 1 —a® +4a —2 y|l =10
0 0 —a®+4a> —a—6 z 0

(dove l’elemento di posto 3,3 & nullo), ovvero

x4+ (a—1)y+3z =0
y+(—a®>+4a—2)z =0
0=0

Ricavando z e y in funzione di z otteniamo
y = z(a® — 4a + 2), r=(1-a)y—3z=(1-a)(a®—4a+2)z -3z

ovvero ogni vettore che risolve il sistema ¢ del tipo

(1—a)(a? —4a+2)z — 3z (1-a)(a® —4a+2)—-3
2(a® — da +2) =z (a% —4a +2)
z 1

ovvero l'insieme delle soluzioni del sistema ¢

(1—-a)(a® —4a+2)—3
Span( a? —4da + 2 )
1

(#t) Per quanto riguarda il secondo sistema invece, non possiamo cavarcela facilmente come
nel primo caso, in quanto 'ultima colonna ¢ non nulla e quindi non possiamo escluderla a
priori. Quindi stavolta dobbiamo trovare il rango della matrice completa (A[b). Scriviamo
intanto la matrice associata al sistema:

a 1 4 T 1
1 a—1 3] -y =10
2 a—2 a z 1

Distinguiamo anche qui due casi come avevamo fatto sopra.

- Se rnkA =3 (a # —1,2,3) cosa succede? Notiamo che la matrice completa

a 1 4 1
(Ap)=11 a—-1 3 0
2 a—2 a 1

e di taglia 3 x 4, quindi ha rango al massimo 3 (non puo salire). Ma per ipotesi rnkA = 3,
quindi anche rnk(A|b) = 3 (in quanto l'aggiunta di una colonna non fa scendere il rango).
Inoltre la dimensione del sottospazio affine delle soluzioni ¢ 3 — 3 = 0, e dunque esiste solu-
zione unica in quanto tale sottospazio affine ha dimensione nulla (non & pero il nucleo, ma
un vettore di R?). Chi ¢ dunque la soluzione? Ci viene in aiuto la scalinatura fatta nell’e-
sercizio 1. Tuttavia noi conosciamo la scalinatura solo di A, mentre ci manca la scalinatura
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del vettore dei termini noti. Ci basta pero moltiplicare a sinistra il vettore dei termini noti
per la matrice

0 1 0

1 a—2 1—-a

a a*—2a—-2 —a’4+a+1

che ricordiamo essere la matrice ottenuta da I3 facendo le stesse operazioni fatte su A:

0 1 0 1 0
1 a—2 1—a -0 = 2—a
a a2—2a—2 —-a’+4+a+1 1 —a?2+4+2a+1

il tutto si riduce a studiare il nuovo sistema equivalente al primo definito da

1 a-1 3 T 0
0 1 —a® +4a — 2 Sy | = 2—-a
0 0 —a®+4a> —a—6 z —a?+2a+1
ovvero
x+(a—1)y+ 32 =0
y+(—a®>+4a—-2)z =2-a
(—a®+4a*> —a—6)z =-a’>+2a+1

che possiamo risolvere dal basso verso l’alto (ricordiamo che siamo nel caso rmkA = 3 e
quindi —a® + 4a? — a — 6 # 0). Quindi

a?—2a—1

Z:a3—4a2+a+6
a®?—2a—1
=92 2 _fq492)—— =2
Y at( @t )a3—4a2+a+6
2_92q—1 —2a-1
x:73L+(1fa)27a+(a274a+2) a4 a4

ad—4a2+a+6 ad—4a2+a+6

abbiamo dunque trovato I’equazione esplicita della soluzione unica.

- Se invece rnkA = 2, ovvero a = —1,2, o 3 ragioniamo come sopra: anche stavolta ci
riduciamo a studiare il sistema equivalente definito da

1 a-—1 3 T 0
0 1 —a® +4a —2 Ny | = 2—a
0 0 —a®+4a®>—a—6 z —a?+2a+1

ma in questo caso l'elemento di posto 3,3 & nullo. Sotto forma di equazione abbiamo:

x4+ (a—1)y+3z =0
y+(—a®>+4a—-2)z =2—a
0=—-a%2+2a+1
notiamo perd che I'ultima richiesta ¢ impossibile, infatti il polinomio —a? + 2a 4+ 1 non

si annulla per i 3 valori di a che rendono il rango uguale a 2. Dall’impossibilita di questa
uguaglianza possiamo affermare che il sistema non ha soluzioni.

10.4 Esercizio 4

Sia
r+y+2z =1
rtay+z =1
ar+y+z =0b

con a,b € R. Stabilire per quali valori dei parametri a e b il sistema & risolubile e trovare la
dimensione dello spazio delle soluzioni.
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Soluzione: 11 sistema di sopra dipende da due parametri liberi di variare in R. Tradu-
ciamo il sistema in forma matriciale: sia A la matrice dei coefficienti,  un vettore di R? e
b il vettore dei termini noti. Allora il sistema di sopra ¢ equivalente a

1 1 2 T 1
Az=b= |1 a 1 yl =11
a 1 1 z b

Per stabilire se il sistema ha soluzione applichiamo 'algoritmo di Gauss-righe alla matrice
completa (A|b) definita da

1 1 2 1
Ap)=11 a 1 1
a 1 1 b
Scrivero le operazioni sulle righe sopra le frecce:
1 1 2 1 1 2 1 1 1 2
1 a 1 fonfe" M, 1o a—1 -1 0 | Hefietfe g -1 -1
a 1 1 b)) Bl \g 1.4 1-2¢ b-a 0 0 —2a

notiamo che ora il coefficiente di posto 2,2 non ¢ sempre non nullo e non & possibile, con
operazioni di riga, riuscire a far venire nel posto 2,2 un elemento sempre diverso da 0. Do-
vremo dunque studiare due casi particolari a = 1 e a # 1. Valutiamoli separatamente:

- a = 1: la matrice di sopra ¢ ora:

11 2 1 11 2 1 11 2 1
00 -1 0 | femfs2B g o g 0 | f22=f g o0 1 0
00 -2 b-1 00 0 b—1 000 b-1

che e a gradini e il secondo pivot e ’elemento di posto 2,3. Ma allora il rango della matrice
A (di A, non di (A]b)) & 2. Quanto vale invece il rango della matrice completa? Dipende
dal valore di b (ricordiamo che per il criterio di Rouché-Capelli il sistema ha soluzione se
e solo se rnk(A) = rnk(A|b)). Notiamo che il rango della matrice completa ¢ 2 se b = 1,
mentre se b # 1 allora 1’elemento di posto 3,4 & un pivot della matrice (A|b) e il suo rango
¢ 3. Quindi, per ricapitolare, si ha che nel caso in cui a = 1, se b = 1 allora rnk(Alb) =2 e
il sistema ha soluzione per Rouché-Capelli, mentre se b # 1 il sistema non ha soluzioni. In
particolare, se b = 1 'insieme delle soluzioni ha dimensione 3 — 2 = 1, quindi & una retta
affine (ricordiamo che la dimensione dello spazio delle soluzioni ¢ la differenza tra il numero
delle colonne di A e il suo rango).

- a # 1: la matrice di sopra ha un pivot nel posto 2,2, quindi I’algoritmo non trova problemi

e va avanti.
1 1 2 1

0 a—1 -1 0
0 0 —2a b—a

Il problema rinasce ora, ovvero nel momento in cui ci troviamo davanti all’elemento di posto
3,3: infatti, come prima abbiamo un parametro non sempre non nullo che dipende da a.
Anche qui siamo costretti a studiare il caso a = 0 e il caso a # 0 separatamente.

- a = 0: In questo caso la matrice di sopra &

che ¢ a gradini e il secondo pivot e I’elemento di posto 2,2. Ma allora il rango della matrice
A (di A, non di (A]b)) & 2. Quanto vale invece il rango della matrice completa? Dipende
ancora una volta dal valore di b. Se I’elemento di posto 3,4 ¢ nullo allora il rango di (A[b) &
2, se invece non lo &, esso forma un gradino di (A]b) e rnk(A|b) = 3. Quindi, per ricapitolare,
si ha che nel caso in cui @ = 0, se b = 0 allora rnk(A|b) = 2 e il sistema ha soluzione per
Rouché-Capelli, mentre se b # 0 il sistema non ha soluzioni. In particolare, se b = 0 lo
spazio delle soluzioni ha dimensione 3 — 2 = 1, quindi & una retta affine.

7



1 1 2 1
0 a—1 -1 0
0 0 —2a b—a

In questo caso la matrice di sopra ha 3 pivot (nei posti 1,1, 2,2 e 3,3), dunque A ha
necessariamente rango 3. Quanto vale il rango della matrice (A|b)? Non pud che valere
3 anch’esso (la matrice ha 3 righe, quindi il rango non pud essere maggiore di 3): allora
rnk(A) = rnk(Alb) = 3 e per Rouché-Capelli il sistema ha soluzione. In particolare lo
spazio delle soluzioni ha dimensione 3 — 3 = 0 e quindi ¢ un punto: la soluzione ¢ unica.

Ricapitolando il tutto:

-a=1,b=1il sistema ha soluzione e I'insieme delle soluzioni ha dimensione 1.
-a=1, b#1 il sistema non ha soluzione.

-a =0, b=0 il sistema ha soluzione e I'insieme delle soluzioni ha dimensione 1.
-a =0, b # 0 il sistema non ha soluzione.

- a # 0 il sistema ha soluzione e I'insieme delle soluzioni ha dimensione 0.

10.5 Esercizio 5

Sia
1 0
_ 3 1 4
W = Span( 5|2 )CR
1 2

Trovare le equazioni che descrivono W.

Soluzioni: vediamo ora come trovare le equazioni che descrivono un sottospazio tramite
I’algoritmo di Gauss. Piccola premessa: notiamo che se

ew

>
Il
SRS IS ]

, allora (chiamati v; e vy 1 vettori dello Span) Span(vi,ve) = Span(vi,ve, X) e a livello
dimensionale dimSpan(vy,vs, X) = dimW.

Se consideriamo vy e vy come colonne di una matrice 4 x 2, allora si ha che W & 'immagine
della matrice (v1|vs), in quanto & lo Span delle colonne:

w
NN = O

mentre se consideriamo vy, v9 € X come colonne di una matrice 4 x 3, allora si ha che
Span(vy,va, X) € 'immagine della matrice (v1|v2]X):

1

Span(vy,ve, X) = Im 9

1

NN = O
SRS IS ]

Ma tornando alle dimensioni si ha che dimSpan(vy, v2, X) = dimIm(v1|ve|X) = rnk(vi|va]|X) =
dimW = dimIm(vy|ve) = rnk(vi|vg) quindi le due matrici, se X € W, devono avere lo stes-

so rango. Troviamo con l'algoritmo di Gauss-righe il rango di (vi|vz2|X) (implicitamente
troviamo anche il rango di (v1]vs) in quanto & la sottomatrice di sinistra):

1 0 =« 1 0 T 1 0 x
3 1 vy Ro—Ro—3R; 0 1 y—3x| Rs—Rs—2R, 0 1 y— 3z
—_
—2 2 2z | Rsy—~Rs+2R,,Ri—~Rs—R: 0 2 z4+2x| R3—R3;—2R» 0 0 z+8x—2y
1 2t 0 2 t—=x 0 0 t+5z—2y
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Notiamo ora che la matrice (vi|vs) ha rango 2, in quanto ha 2 pivot. Ma allora, poiché
abbiamo imposto X € W, anche rnk(v1|va|X) deve essere 2, ovvero gli elementi di posto
3,3 e 4,3 devono essere nulli (sono i candidati pivot per un’eventuale scalinatura). Ma allora
abbiamo che X € W < z+8x — 2y = 0 e t + 5z — 2y = 0. Queste due sono allora le
equazioni che descrivono ’appartenenza di un vettore a W:

8

10.6 Non-Esercizio: Mutua posizione di due rette affini in R3

e R*

z+8x -2y =0, t+5m—2y=0}

SRR SIS )

Definizione: » C R? & una retta affine se ¢ il traslato di un sottospazio di dimensione 1 (tale
sottospazio prende il nome di giacitura di r): 7 = vg+W con vg € R3 e W C R3 sottospazio
vettoriale tale che dimW = 1.

Ogni retta affine la possiamo pensare come soluzione di un sistema lineare A- X = b tale per
cui il Ker della matrice A € M(m,3,R) abbia dimensione 1. E necessario a tal proposito
che rnk(A) = rnk(A|b) in quanto si richiede che il sistema sia risolubile e in particolare si
deve avere che rnk(A) = rnk(AJb) = 2 in quanto la dimensione dello spazio delle soluzioni
¢ uguale alla differenza tra il numero delle colonne di A (3) e il rango di A = vogliamo
che la dimensione dello spazio delle soluzioni sia 1, quindi rnk(A) = 2. Notiamo che non
conosciamo il numero di equazioni del sistema, ma sappiamo che rnk(A) = 2, quindi, una
volta applicato Gauss, troveremo solo 2 righe non nulle: tutte le altre equazioni sono super-
flue e possiamo eliminarle dal sistema (che rimane equivalente a quello iniziale): possiamo
supporre senza perdita di generalita che il numero di equazioni sia 2. A questo punto il
fatto che rnk(A|b) = rnk(A) & scontato se rnk(A) = 2 (non pud aumentare). Quindi posso
pensare una retta affine come la soluzione di un sistema lineare di 2 equazioni in 3 incognite
con il rango della matrice dei coefficienti uguale a 2.

MUTUE POSIZIONI: Siano 71,y € R? due rette affini: scriviamole come r1 = vy + Wj e
ro = v + Ws. Queste due rette possono essere:

- Incidenti: se 71 N7y # () (o incidono in un punto o sono la stessa retta).

- Parallele: se Wy = Wy (si scrive 11 // r2).

- Sghembe: se r1 Nry =0 e Wy # Wh.

Se invece descriviamo le rette affini come soluzioni di sistemi lineari come facciamo a dire se
sono incidenti, parallele o sghembe? Sia r; la soluzione del sistema lineare A; - X = by con
A; € M(2,3,R), by € R? e rnk(A;) = 2 e sia 73 la soluzione del sistema lineare Ay - X = by
con Ay € M(2,3,R), by € R? e rnk(Az) = 2, ovviamente la giacitura di 71 ¢ Wi = KerA;
che ha dimensione 1 per la formula di nucleo ¢ immagine (rnk(A4;) = dimIm(A4;) = 2) e
la giacitura di ro ¢ Wy = KerAs che ha dimensione 1 per la formula di nucleo e immagine
(rnk(A2) = dimIm(As) = 2). Per capire la mutua posizione di r1 e ro dobbiamo prima
capire come si intersecano le giaciture (e si intersecano sempre, in quanto sono sottospazi e
Porigine ’hanno in comune): studiamo quindi W; N Ws: dato che W sono le soluzioni di
A1-X =0 e Ws sono le soluzioni di Ay - X = 0, mettendo insieme le due matrici otteniamo
la condizione

0

AN (T (o

A) VY T o
z

che puo essere pensato come sistema lineare: come si intersecano i nuclei di A; e As. La

dimensione dello spazio delle soluzioni del sistema di sopra & 3-rnk( (i1>) e quindi
2

WiN W, = 3—7‘nk((ﬁ1>)
2

Al )? Sicuramente non piu di 3 in quanto la matrice ha taglia
2

4 x 3, ma ¢ vero anche che e prime due righe della matrice sono linearmente indipendenti in

Ma quanto puo valere rnk(
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quanto sono le righe di Ay, quindi al minimo deve essere 2. Quindi le possibili dimensioni
di Wi NWs sono 3—2=1e3—3 =0, ovvero le giaciture possono incontrarsi o in un punto
o in una retta (se sono uguali).

Tentiamo ora di capire come sono le due rette affini, una volta capito come si intersecano le
giaciture. Diamo prima un’idea sul parallelismo. Separiamo i due casi trovati:

- se rnk((ﬁ1>) = 2 allora Wy = W, che, riguardando le definizioni di sopra, implica
2

che 1 // ra.

- se rnk( <i1>) = 3, allora le giaciture si intersecano nell’origine e allora W; # Wj e
2
quindi r; e r2 non sono parallele.

Cosa sappiamo dire invece su come si intersecano (o no) le due rette? r; Nry € Pinsieme
delle soluzioni del sistema associato a

AN (T
A5) )T b
z
(che ¢ il sistema ottenuto mettendo insieme le equazioni di r1 e di r2). Quando questo sistema

¢ risolubile, ovvero quando ry N7y # 07 Per Rouché-Capelli lo ¢ quando rnk((ﬁ;)) -

rnk((ﬁ; Z;)) che & una matrice di taglia 4 x 4. Poiché rnk((ﬁ;)) abbiamo gia visto

essere 0 2 0 3, per rnk((ﬁl 21>) ci sono 3 possibilita: ¢ 2, 3 o 4.
2 by

A . ..
- Se rnk( ( A1> = 2 allora le giaciture si intersecano nella stessa retta e le rette r; e r2 sono
2

parallele. Allora se rnk(<jl 21
2 2

uguali e se due rette sono parallele e si intersecano allora sono la stessa retta.

Se invece rnk( (ﬁl 21
2 b2

il sistema non ha soluzione per Rouché-Capelli.

)) = 2, il sistema ha soluzione in quanto i ranghi sono
)) > 3 allora le rette sono parallele ma non si intersecano in quanto

- Se rnk( (Al)) = 3 allora le giaciture si intersecano in un punto (origine) e le rette r; e ro
2

A1 b1
A2 bg
intersecano, quindi sono incidenti (ma non parallele).

Se invece rnk( <ﬁ1 21
2 by

soluzione per Rouché-Capelli e, non essendo parallele, esse sono sghembe.

non sono parallele. Allora se rnk( < ) = 3 il sistema ha soluzione e le due rette si

) # 3 allora le rette non si intersecano in quanto il sistema non ha
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11 Esercitazione 07-12-2021

11.1 Esercizio 1

Sia A € A, una matrice antisimmetrica di taglia n x n (ovvero tale che AT = —A) con
coefficienti su un campo K tale che charK # 2. Dimostrare che rnk(A) ¢ pari.

Dimostrazione. Premessa: Per dimostrare questa proprieta utilizzeremo ’algoritmo di Gauss,
tuttavia mischieremo delle operazioni di riga e di colonna, in quanto il nostro scopo € quello
di lasciare la matrice antisimmetrica.

Supponiamo di partire da A e, facendo delle operazioni di riga, giungere alla matrice B.
Per quanto visto a teoria, ottenere B corrisponde a moltiplicare A a sinistra per una certa
matrice P € GL(n,K): B = P - A. Supponiamo ora, invece, di partire sempre da A, fa-
cendo le stesse operazioni ma sulle colonne: otteniamo la matrice C'. Cosa significa fare le
stesse operazioni, ma stavolta per colonna? Significa trasporre A, fare le operazioni, fatte
precedentemente sulle righe di A, sulle righe di AT, ovvero moltiplicare AT a sinistra per
P, e infine ritrasporre la matrice ottenuta dopo le operazioni. Giungiamo dunque a poter
affermare che C = (P-AT)T =(A")T.PT =A.PT.

Se quindi, partendo da A, faccio delle operazioni di riga e successivamente faccio le stesse
operazioni di colonna ottengo A ++ P - A+ (P - A)-PT e dato che M(n,K) & un anel-
lo, - & associativa e posso togliere le parentesi: A + P - A-PT. Dimostriamo ora che se
A ¢ antisimmetrica allora P - A - PT & antisimmetrica: per mostrarlo ci basta trasporre:
(P-A-PHT =(PNHT-AT.PT =P.(-A)-PT = —(P-A-PT) e per definizione di
antisimmetria, tale matrice e antisimmetrica.

Quindi se vogliamo fare delle operazioni di riga su una matrice e lasciarla antisimmetrica,
ci basta rifare le stesse operazioni anche sulle colonne.

Dimostriamo ora la tesi per induzione su n.

Passo base: per n = 1, 'unica matrice antisimmetrica & A = (0), che ha rango 0 ed ¢ dunque
pari.

Passo induttivo: sia n > 1. Distinguiamo due possibili casi:

Se A! (la prima colonna di A) & tutta nulla (e quindi anche A; & nulla) allora rnk(A) &
uguale al rango della sottomatrice ottenuta da A scartando la prima colonna e la prima riga
(non contribuiscono nello Span delle righe e delle colonne) e dato che questa sottomatrice &
quadrata (ma con un n pil piccolo) e antisimmetrica, per induzione ha rango pari e rnk(A)
¢ pari.

Se A! non ¢ nulla allora 35 € {1,...,n} tale che aj; = —a1; # 0 (chiamiamo a;; = a). Ope-
riamo su A con l'algoritmo di Gauss, facendo le stesse operazioni di riga e di colonna. In
particolare vogliamo ”avvicinare” a;; e ay;: portiamo a;; in posizione ao; e a1; in posizione
ay2 e facciamoli diventare degli 1 (basta dividere per a e si puo fare in quanto a # 0 per
ipotesi):

0o ... a ... 0 a ... ... 0 1
Rj<—>R2 —a O : : R2<—)%R2 _1 0
—-a ... . Cj«—Co : : Ca+— 10y
0 S ... 0 . ... 0

Supponiamo ora di avere, ancora nella prima riga, un elemento b in posizione ay; (avremo
anche I’elemento —b in posizione a;;), possiamo trasformare b in 0, semplicemente sottraendo
alla colonna i-esima la seconda colonna moltiplicata per b e alla i-esima riga la seconda riga
moltiplicata per b. Formalmente:

0 1 ... b ... 0 1 ... 0

-1 0 : : : -1 0
Rri<—)R7;—bR2
Cp—)Ci—ng

0 N |

Facendo questa operazione con tutte le colonne e tutte le righe troviamo che la prima
riga conterra un 1 in posizione 1,2 e poi tutti 0, mentre la prima colonna conterra un -1
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in posizione 2,1 e poi tutti 0. Allo stesso modo, se nella seconda riga, in posizione 2,k
abbiamo un elemento ¢ e quindi nella seconda colonna, in posizione k, 2 abbiamo 1’elemento
—c, allora, possiamo trasformare tali ¢ e —c¢ in 0, semplicemente sommando alla k-esima
colonna la prima colonna moltiplicata per ¢ e sommando alla k-esima riga la prima riga
moltiplicata ancora per c:

0 1 0 0 0 1 0 0
-1 0 c -1 0 0
O Rr+—Rr+cRs O
Cr—Cr+cC2
0 -—c 0 0
0 P |

Facendo questa operazione con tutte le colonne e tutte le righe troviamo che la seconda riga
conterra un -1 in posizione 2,1 e poi tutti 0, mentre la seconda colonna conterra un 1 in
posizione 1,2 e poi tutti 0.

Come & fatta questa nuova matrice? E sicuramente antisimmetrica in quanto abbiamo fatto
le stesse operazioni di riga e colonna, per di piu ha le prima due righe nulle a parte per 1 e
-1 nelle posizioni rispettivamente 1,2 e 2,1 e poi ha una sottomatrice (ottenuta scartando
le prime due righe e le prime due colonne) antisimmetrica anch’essa in quanto lo era la
A originale (una matrice come questa si dice diagonale a blocchi, perché ha due blocchi
quadrati divisi dalla diagonale).

Quanto vale il rango di questa nuova matrice? Scambiando le prime due righe, notiamo che
otteniamo due pivot rispettivamente nei posti 1,1 e 2,2. Inoltre, applicando 'algoritmo di
Gauss alla sottomatrice di sopra otteniamo una matrice a gradini: quanti gradini ha? Ne
ha esattamente 2 piu il rango della sottomatrice... Ma la sottomatrice & antisimmetrica e
ha taglia (n — 2) x (n — 2) e quindi per ipotesi induttiva ha rango pari (diciamo 2h) = il
numero di gradini della matrice ¢ 2 + 2h = la matrice ha rango pari.

11.2 Esercizio 2

Sia C = {A € Mn,K)|A-B = B-A VB € M(n,K)} il centro di M(n,K) ovvero
I'insieme delle matrici quadrate che commutano con tutte le matrici di M (n,K). Dimostra
che C = Span(1,,).

Dimostrazione. Per mostrare che questi due insiemi sono uguali dobbiamo mostrare che sus-
siste una doppia inclusione.

Notiamo che l'inclusione D & ovvia, in quanto se A € R, allora AI,, commuta con tutto
M(n,K) in quanto se A € M(n,K), allora (A[,)- A= XA =A-(\],).

Dimostrare 'altra inclusione & invece piu difficile. Vogliamo sfruttare il fatto che nella
definizione di centro abbiamo un per ogni: se deve essere vero per ogni matrice, possiamo
scegliere in maniera oculata chi ¢ B. Sia B = FEj;, e sia A € C, allora necessariamente
Ey1-A=A-Eqq: come ¢ fatta una matrice che commuta con E;17 Notiamo che il prodotto
FE41 - A genera una matrice tale per cui la prima riga ¢ la prima riga di A, mentre ogni altra
riga & nulla (pensare al prodotto matriciale), ovvero:

_ (A
o (3

Se invece moltiplichiamo nell’altro verso otteniamo che A-FEj; € una matrice che ha la prima
colonna uguale alla prima colonna di A, mentre ogni altra colonna é nulla, ovvero:

A- By = (AY0)
Confrontando le due matrici, che devono essere uguali, otteniamo che la prima riga di A

deve avere gli elementi di posto a;a = ... = a1, = 0, mentre la prima colonna di A deve
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avere gli elementi di posto as; = ... = a,1 = 0, ovvero se A € C, allora, dato che commuta
con tutto e in particolare anche con Fq1, ha la forma

ag 0 ... 0 O
*

0 * *

0 ¥ ... ... %

Ripetendo lo stesso ragionamento anche per le matrici Fag, F3s, ..., Eyy,, otteniamo che i soli
elementi non necessariamente nulli di A sono quelli sulla diagonale, ovvero

a0 ... 0 0

0 a 0 0
A= 0

0 0 Ap—1

0 O 0 an

Non siamo ancora arrivati pero alla dimostrazione del contenimento, in quanto tutti gli ele-
menti della diagonale sono per ora arbitrari. Continuiamo allora, con lo stesso ragionamento
di prima, a moltiplicare A per alcune matrici speciali, come ad esempio F5: poiché A € C,
necessariamente A - F1o = Fjo - A. In particolare, il prodotto Ei5 - A genera una matrice
tale per cui l'elemento di posto 1,2 & uguale ad as (si pensi al prodotto matriciale) e tutto
il resto della matrice ¢ nullo, ovvero:

0 az ... 0 O
0 O 0 0
E12'A: 0
o o0 ... 0 :
0 0 ... 00

Viceversa, il prodotto A- F1o genera una matrice tale per cui I’elemento di posto 1,2 ¢ uguale
ad a; (si pensi al prodotto matriciale) e tutto il resto della matrice & nullo, ovvero:

0 ai 0 0
0 0 : 00
Eop-A=[+ . - 190
o 0 ... 0 :
0 0 ... 00

Confrontando le due matrici, che devono essere uguali, otteniamo che a; = as. Reiterando
con Ei3, ..., Eq, otteniamo a1 = as = ... = a,, = a. Quindi la matrice A che commuta con
tutte le matrici quadrate ha la forma

a 0 0 0 1 0 00
0 a : 00 0 1 0 0

A= 0o|=al: 0f=al
0 0 a 0 0 ... 1 :
0 0 0 a 0 0 ... 01

e appartiene chiaramente a Span(I,), ovvero C C Span(I,).

Dato che abbiamo dimostrato che sussiste una doppia inclusione, si ha che C' = Span(I},).
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11.3 Esercizio 3

Sia D linsieme D = {A € M(n,K) | A-B = B-A VB € GL(n,K)}. Dimostra che
D = Span(I,).

Dimostrazione. Per mostrare che questi due insiemi sono uguali dobbiamo mostrare che sus-
siste una doppia inclusione.

Notiamo che l'inclusione D & ovvia, in quanto se A € R, allora AI,, commuta con tutto
GL(n,K) in quanto se A € GL(n,K), allora (Al,) - A= A=A (A\,).

Per quanto riguarda l’altra inclusione, la strada di prima non e percorribile, in quanto
nessuna delle E;; ¢ invertibile (hanno tutte almeno una riga/colonna nulla). Notiamo per
prima cosa che A- B = B - A, dato che B ¢ invertibile, equivale a B~' - A- B = A: pos-
siamo interpretare la nuova scrittura come un cambio di base (ricordiamo che se M5 l (idy)
& una matrice di cambio di base, allora & invertibile e (M5 (idy))~! = MB (idy), inoltre
se B e D sono due basi di V e f € End(V), allora M5 (f) = ME(idy)ME (f)ME (idy)).
Quindi richiedere che A € D equivale a richiedere che 'applicazione L4 ha la stessa matrice
associata in tutte le basi di K™ (dove la base di partenza e di arrivo coincidono). Scegliamo
allora una base in maniera oculata: sia B = {—ey, e, ..., €,} una base di K". Sia

apx a2 ... A1n

az; a2 ... G21n
A =

an1 An2 e Apn

Consideriamo M E(L 4) = A la matrice associata a L4 nella base B di partenza e arrivo,
come ¢ fatta? Troviamo le colonne:

—an —aii ail
1 —as1 —as1 —as1
La(—e1) = —La(er) = -A" = : = [La(—e1)lp = : =
: : 5
—0anl —Qn1 —Qn1

Notiamo subito che dato che ME(L4) = A ¢ la matrice associata a L4 nelle basi B e B,
ed essa deve essere uguale alla matrice A per quello che si & detto prima, necessariamente
le colonne devono essere uguali, in particolare: as; = —a2i,...,an1 = —ap1 ovvero a;; = 0
vV j € {2,....,n} ovvero la matrice A ha la prima riga nulla a parte I'elemento di posto
1,1. Reiterando il procedimento cambiando di volta in volta B, e dando a ogni elemento
di B un segno - (ad esempio, la seconda colonna la possiamo trovare considerando B =
{e1,—ea,...,e,} e facendo come prima), otteniamo che la matrice A ha la forma:

aill 0 . 0
0 a22 N 0
0 0 ... ann

Non abbiamo ancora finito: dobbiamo fa vedere che € un multiplo di [,,: consideriamo
allora la base B’ = {ez, €1, €3,...,e,} (abbiamo scambiato e; e e3): Deffetto sulla matrice &
banalmente quello di scambiare le prime due righe e le prime due colonne della matrice A,
ovvero

a2 0 0

, 0 (05 5 0
Mp(La)=1| . . . :
0 0 ... Gnn

Ma allora, dato che Mg,,(LA) = A per quanto visto sopra, si deve avere che a1; = aso.
Reiterando il procedimento scambiando di volta in volta il vettore e; con i vettori e; della

base canonica (con j € {3,...,n}) otteniamo a;; = ass = ... = apy = @ OVVEro
a 0 ... O 1 0 ... O
0O a ... O 01 ... 0
0 0 ... « 0 0 ... 1
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che appartiene chiaramente a Span(I,), ovvero D C Span(I,).
Dato che abbiamo dimostrato che sussiste una doppia inclusione, si ha che D = Span(I,).

Osservazione: La dimostrazione funziona se e solo se charK # 2, in quanto cambiare segno
a uno scalare appartenente a un campo di caratteristica 2 non ha senso (infatti 1 = —1).
Se charK = 2, come possiamo ragionare? Dobbiamo necessariamente cambiare la base di
partenza. Sia allora D = {e; +eg, e, ..., €, } una nuova base per K™: come & fatta la matrice
associata a L4 in questa nuova base? Studiando le colonne vediamo che, ad esempio

LA(61+62) = LA(61)+LA(62) = A1+A2 — [LA(61+62)]B = [A1+A2]B = [Al}B—I—[AQ]B =

ai11 a2 a11 + a2
G21 — G11 Q22 — Q12 G21 — @11 + Q22 — A12
an1 An2 an1 + an2

Quindi, dato che M B (La) = A, anche la prima colonna deve essere uguale e otteniamo

a11 + a2 a1l
G21 — a11 + Q22 — A12 a21
an1 + an2 an1

che implica a1 = 0,...,a,2 = 0 e anche a;; = ags. Reiterando il procedimento sommando
di volta in volta gli elementi della base canonica otteniamo la forma voluta e in particolare
la tesi.

11.4 Esercizio 4

Sia F linsieme F = {A € M(n,K) | A-B=B-A VB € S,}, dove con S,, intendiamo il
sottospazio delle matrici simmetriche. Dimostra che E = Span(I},).

Dimostrazione. Per mostrare che questi due insiemi sono uguali dobbiamo mostrare che sus-
siste una doppia inclusione.

Notiamo che l’inclusione D & ovvia, in quanto se A € R, allora Al,, commuta con tutto
Sy, in quanto se A € Sy, allora (AI,)- A= A= A-(\],).

Per quanto riguarda ’altra inclusione notiamo che questo esercizio € una via di mezzo tra i
due precedenti, in quanto non tutte le matrici F;; sono simmetriche, ma quelle per cui ¢ = j
e quelle del tipo Ej;; + Ej; lo sono. Il fatto che e matrici del tipo Fj; siano simmetriche ci
aiuta tanto, in quanto, come gia visto nell’Esercizio 2 di questa esercitazione, le matrici A
che commutano con Fiq, ..., E,, sono quelle del tipo

ajy 0 e 0 0
0 ao 0 0
A= 0
0 0 Ap—1
0 O 0 an,
Ci basta allora dimostrare che a; = as = ... = a,. Consideriamo la matrice E15 + Fo1,

essa € simmetrica in quanto ha due 1 in posizioni 1,2 e 2,1 e poi tutti zeri, e dunque
A-(F12+F3 ) = (E12+F21)-A: ma M(+, ) € un anello, vale quindi la proprieta distributiva:
A-Fis+ A-FEy = Fip- A+ FEo; - A e gia nell’Esercizio 2 avevamo visto cosa succedeva
moltiplicando A - E15 e Ej5 - A: bisogna capire cosa succede quando moltiplichiamo A - Foq
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e E91 - A. Nel primo caso otteniamo una matrice del tipo (si pensi al prodotto matriciale)

0 0 ... 00
aa 0 1 00
. .
0 0 0 :
0 0 0 0

mentre nel secondo caso una matrice del tipo

0 o0 ... 00

ag 0 1 00

. :

0 0 0

0 0 0 0

Sommando i risultati deve essere:

0 a ... 00 0 ay ... 0 O
aa 0 : 00 az 0 00
: SN 0
0 0 ... 0 : 0 0 ... 0 :
0O 0 ... 00 o 0 ... 00

da cui otteniamo a; = as. Reiterando il procedimento, sommando sempre a due a due le
matrici £;; in modo da ottenerle simmetriche otteniamo a; = as = ... = a,, = o. Quindi la
matrice A che commuta con tutte le matrici simmetriche ha la forma

a 0 ... 0 0 1 0 ... 00
a 00 0 1 : 00
A=+ . ¢t oofl=alr . ot g =al
0 0 a 0 0 1
0 0 0 « 0 0 0 1

e appartiene chiaramente a Span(I,,), ovvero E C Span(l,).

Dato che abbiamo dimostrato che sussiste una doppia inclusione, si ha che E = Span(I,,).

11.5 Esercizio 5

Sia V' un K-spazio vettoriale e siano f,g € V*. Dimostrare che 3\ € K tale che f = \g <=
Kerg C Kerf.

Dimostrazione. Dimostriamo le due frecce separatamente:

(=) ovvio, in quanto se f = Ag, allora se v € Kerg allora f(v) = Ag(v) =0 = v € Kerf.
Per di piu, se A =0, allora Kerf =V, mentre se A # 0 allora Kerf = Kerg

(+—) se f = 0 allora A = 0 funziona. Se invece f # 0, allora f & surgettiva in quanto
Imf C K & un sottospazio di dimensione 1 (non puo avere altra dimensione) e quindi per la
formula di nucleo e immagine

dimKerf = dimV — dimImf = dimV — 1

cio ci mostra che kerf € un iperpiano dentro V. Ma quanto puo essere la dimensione di g7
Per ipotesi Kerg C Kerf e quindi dimKerg < dimKer f, ma anche g ¢ un funzionale, quin-
di & surgettivo (non puo essere il fuznionale nullo altrimenti dimKerg = dimV > dimKer f),
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ovvero dimKerg = dimKer f: per contenimento e uguaglianza dimensionale allora Kerg =
Kerf. Sia allora v € V tale che v ¢ Kerf = Kerg (quindi f(v) # 0 e g(v) # 0). Mostriamo
che A = ggz; € K funziona: verifichiamo che f e J; Ezg
su una base di V*. Sia Kerf @ Span(v), tale sottospazio ¢ uguale a V in quanto v ¢ Ker f
e quindi Kerf e Span(v) sono in somma diretta, per di pit, dato che Span(v) € Kerf,
quando sommo i due sottospazi la dimensione aumenta e poiché dimKerf = dimV — 1,
aumentando la dimensione necessariamente otteniamo che Span(v) € Kerf = V. Ma al-

lora se {uq,...,up—1} € una base di Kerf, I'insieme B = {uq,...,u,_1,v} € una base di V.
b b ) b b b

g rappresentano lo stesso omomorfismo

Valutiamo f su questa base: f(u;) =0Vi= ...,n—11in quanto u; € Kerf, mentre f(v) non
sappiamo quanto faccia. Valutiamo ora 5839 sulla stessa base: zézgg(uz) =0Vi= ...,n—1
in quanto u; € Kerf = Kerg, mentre %g(v) = f(v). I due omomorfismi dunque coinci-

dono su una base e quindi f = ch gz; g.

Osservazioni: f,g € V* sono linearmente indipendenti se e solo se Kerf, Kerg # V e
Kerf # Kerg, che equivale a dire che dim(Kerf N Kerg) = dimV — 2 (per Grassmann).

11.6 Esercizio 6

Sia V =R3 e sia W C V un suo sottospazio definito da

1 1
W=3S8pan(|1],|-1])
2 0

Determinare Ann(W).

Soluzione: L’idea ¢ quella di definire una base di V partendo da una base di W (com-
pletare) e poi passare alla base duale. Cerchiamo allora una base di V' = R®. Dobbiamo
cercare un vettore che non stia in Span(vy, ve) dove con vy, ve intendiamo i vettori di sopra.
Si verifica facilmente che il vettore

3
3| ¢w
2
e che quindi
1 1 3
{ 1f,{-1],13 } C R3
2 0 2
¢ una base di V. Cerchiamo ora i funzionale della base duale B* = {v},vs.v5}: come
interpretiamo v} ? v} lo possiamo pensare come una matrice di taglia 1xn del tipo (a1 b1 ¢1)
x
che associa al vettore | y | il prodotto
z
T x
’UT( y ):(a1 bl Cl)' Yy :a1x+b1y+clz
z z

Ma come determiniamo ay, b; e ¢17 Imponendo la condizione standard su vf: vi(vy) =1e
v} (v2) = vi(v3) = 0. Quindi

UT(’Ul):al + b1 + 2¢; =1, UT(’UQ):CLl—blzo, UT(U3)236L1+3171+201=O

ovvero abbiamo un sistema lineare da risolvere:

ay + by +2c; =1
ap — b1 =0
3(11 + 3b1 + 201 =0
che da le soluzioni a; = —%, by = —i ec = %7 ovvero, con un abuso di notazione,
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v} = 2(—z — y + 32). Nello stesso modo otteniamo v} e vj:
x x
vi(ly])=1(az ba c2)- |y | =asx+bay+ c2z
z z

dove ag,bs e ¢ i stabiliamo imponendo v3(vy) = 0, v5(ve) = 1 e v3(v3) = 0 e risolvendo il
sistema

az + by + 2co =0
a2—b2 =1
3as 4+ 3by +2c2 =0
1

che da le soluzioni ay; = %, b = —35 e ca = 0, ovvero, con un abuso di notazione,

vy = %(x —y). Ancora, per quanto riguarda v3:

v3( )=(as b3 c3)- |y | = asx + b3y +c3z

n e R

dove ag, bs e cg li stabiliamo imponendo v3(vy) = 0, v5(v2) = 0 e vi(vs) = 1 e risolvendo il
sistema

as + bz + 2c3 =0

as — bs =0

3ag +3bs +2c3 =1
che da le soluzioni a3 = i, by = i e c3 = —i, ovvero, con un abuso di notazione,
v = L(z 4+ y — 2). Sappiamo ora che B* = {v{,v},v} & una base di V*. Per trovare

Ann(W) notiamo che, per quanto visto a teoria, dimAnn(W) = dimV —dimW =3-2=1
quindi ci basta trovare un funzionale in Ann(W) e il suo Span sara proprio Ann(W): ri-
cordiamo che se g € Ann(W) allora g(W) = 0, ma ¢ anche vero che se v; e vz sono una
base di w, allora Ann(W) = {g € V*|g(v1) =0, g(v2) = 0} (inclusione D ¢ ovvia mentre
C ¢ vera in quanto ogni vettore di W ¢ combinazione lineare di v1,v2 e g € lineare). Ma
per quanto detto poc’anzi v}(v1) =0 e v3(v2) = 0, quindi vi € Ann(W) e per quanto visto
Ann(W) = Span(v}).

Osservazione: Notiamo che per trovare a;,b;,c¢; con ¢ = 1,2,3 abbiamo impostato un si-
stema dove la colonna dei termini noti € una colonna della matrice identita: quindi, quando
moltiplichiamo le matrici

1 1 2 a; a2 as 1 1 2 *% % %
1 =1 0]t b b3]=[1 -1 0)-[-F -3 %
3 3 2 ¢ e c3 3 3 2 30 -1

otteniamo proprio la matrice identita I3 (provare per credere), ovvero la matrice dei coeffi-
cienti (scritti con quell’ordine) & 'inversa della matrice ottenuta trasponendo la matrice che
per colonne ha i vettori di partenza: se chiamiamo A la matrice che ha per colonne i vettori
di partenza: AT - (AT)™! = I3 e quindi ritrasponendo A~!- A = I3 dove A™! ¢

_1 3
1 1

1
i 1
4 4

AT =

[N
NI

ovvero la matrice che ha per righe proprio i funzionali vj, v3 e v3, e quindi, in generale
vf & li-esima riga di A= (dove A ¢ la matrice che ha per colonne i vettori di partenza).
Questo ci offre un modo alternativo per trovare i coefficienti con i quali possiamo descrivere
un funzionale.

11.7 Esercizio 7

Sia V un K-spazio vettoriale e siano U,W C V due suoi sottospazi. Dimostra che Ann(U +
W) = Ann(U) N Ann(W) e che Ann(UNW) = Ann(U) + Ann(W).
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Dimostrazione. Dimostriamo le due uguaglianze separatamente: cominciamo dalla prima.
Mostriamo che sussiste una doppia inclusione:

- C: ¢ ovvio che U W C U+ W. Applicando 'annullatore ai sottospazi otteniamo che
le inclusioni si rovesciano: se infatti X C Y, sia g € Ann(Y'), cio significa che g(Y) = 0, ma
poiché X C Y, ¢ vero che g(X) = 0, ovvero che g € Ann(X) = Ann(Y) C Ann(X). Quin-
di Ann(U+W) C Ann(U) e Ann(U+W) C Ann(W) = Ann(U+W) C Ann(U)NAnn(W).

- D:sla g € Ann(U) N Ann(W), vogliamo mostrare che g € Ann(U +W). Stav e U + W,
allora Ju € U, w € W tali che v = v + w. Valutiamo g in v:

9(v) = g(u+w) = g(u) + g(w) =0+0=0
inquantou € U e g € Ann(U) e w € W e g € Ann(W). Dunque g € Ann(U + W), ovvero
Ann(U + W) D Ann(U) N Ann(W).

Dato che abbiamo dimostrato esserci una doppia inclusione si ha che Ann(U + W) =
Ann(U) N Ann(W).

Mostriamo ora l’altra uguaglianza: lo faremo mostrando un’inclusione e I'uguaglianza di-
mensionale.

- D : notiamo che UNW C U e UNW C W, quindi, per quanto visto prima Ann(UNW) D
Ann(U) e Ann(UNW) D Ann(W), e dato che Ann(U) e Ann(W) sono sottospazi, anche
la loro somma & contenuta in Ann(U N W), ovvero Ann(U NW) D Ann(W) + Ann(U).

- UGUAGLIANZA DIMENSIONALE: mostriamolo in dimensione finita. Poiché conosciamo
una formula esplicita per la dimensione degli annullatori si sa che

dimAnn(UNW) = dimV — dim(U N W) = dimV — dimU — dimW + dim(U + W)
e, per Grassmann
dim(Ann(W) + Ann(U)) = dimAnn(W) + dimAnn(U) — dim(Ann(U) N Ann(W)) =

= dimV — dimW + dimV — dimU — dim(Ann(U) N Ann(W))
Ma abbiamo dimostrato al primo punto che Ann(U + W) = Ann(U) N Ann(W) e quindi
hanno anche la stessa dimensione, ovvero dimAnn(U + W) = dim(Ann(U) N Ann(W)):
sostituendo sopra:
dim(Ann(W) + Ann(U)) = 2dimV — dimW — dimU — dim(Ann(U) N Ann(W)) =
= 2dimV —dimW —dimU —dimAnn(U+W) = 2dimV —dimW —dimU —dimV +dim(U+W) =
= dimV — dimU — dimW + dim(U + W)

che ¢ lo stesso risultato che avevamo ottenuto per dimAnn(U NW).

Quindi, per contenimento e uguaglianza dimensionale, Ann(U N W) = Ann(U) + Ann(W).

11.8 Esercizio 8

Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita e siano U,W C V due suoi sottospazi.
Dimostra che Z(U + W) = Z({U)NZ(W) e che ZUNW) = Z({U) + Z(W).

Dimostrazione. Per quanto visto a teoria, se V' ¢ un K-spazio vettoriale e U C V & un suo
sottospazio, allora, definendo ’isomorfismo canonico x : V- — V** che associa a un vettore
v € V Dlapplicazione val, € V**, si ha che x(Z(U)) = Ann(U) da cui x"tAnn(U) = Z(U).
Applicando allora x~! alle uguaglianze dell’Esercizio 7 otteniamo x~'(Ann(U + W)) =
ZU+W)=x"1Ann(U)NAnn(W)) = Z(U)NZ(W) e x Y Ann(UNW)) = Z(UNW) =
X HAnn(U) + Ann(W)) = Z(U) + Z(W).

Osservazione: Da quanto detto qui, e dal fatto che Z(Span(g)) = Z(Ag) = {v € V| Ag(v) =

0} = {v € V]g(v) = 0} = Kerg,segue immediatamente che Z(Span(g1, ..., gx)) = Z(Span(g1)+
. + Span(gr)) = Z(Span(g1)) N ...N Z(Span(gx)) = Kergi N ...N Kergy,
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11.9 Condizione di indipendenza lineare di funzionali

Siano f1, ..., fr € V*, allora f1, ..., fx sono linearmente indipendenti <= dimSpan(fi, ..., fr) =
k < dimZ(Span(fi,..., fx)) = n — k in quanto dimZ(U) = dimV* — dimU = dimV —
dimU = dimAnn(U). Notiamo ora che se U C V* e ¢1, ..., gr generano U, allora Z(U) =
{veV]glv)=0VgeU}t={veV|g@) =..=gv) =0} = KergsNKergsN...NKerg.
Allora la condizione di sopra si riscrive come dimZ(Span(fi, ..., fr)) = dim(Kerfi N ...N
Kerfi) = n—k: ancora una volta una relazione tra i nuclei determina I'indipendenza lineare
dei funzionali.Notiamo inoltre che tutti i nuclei di sopra sono iperpiani, infatti ogni volta che
"tagliamo con un iperpiano” la dimensione o rimane uguale (caso in cui il nucleo coincide
con V oppure contiene l'intersezione dei nuclei precedenti) o cala di 1: dato che stiamo
tagliando k volte, e la dimensione cala di k si ha necessariamente che dimKerf; = n — 1
Vi=1,..,k.

11.10 Condizione per cui dei funzionali sono una base del duale

Siano f1,..., fn € V*, allora {f1,..., fn} & una base di V* < f1,..., f, sono linearmente
indipendenti <= dim(KerfiN..NKerf,) =n—n=0<= KerfiN..NKerf, ={0}.
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12 Esercitazione 10-12-2021

12.1 Esercizio 1

Sia A € M(m,n,K) e sia W = KerA C K". Determinare Ann(WW) e dare una risposta alla
seguente domanda: come sono fatti gli iperpiani di K" che contengono W?

Soluzione: Cominciamo con il nucleo: sappiamo che il nucleo di una matrice ¢ l'insieme
delle soluzioni del sistema lineare A -z =0 dove € K™ e 0 € K™ ¢ il vettore nullo. Riscri-
vendo il sistema con le righe si ha:

Al-CL':O

A, -x=0
dove 4; € M(1,n,K) = (K")*, quindi per ogni ¢ € {1,...,m} esiste un funzionale f; di
(K™)* tale che A; «— f;, ovvero f;(x) = A-z. Ritornando al sistema di sopra, risolverlo
significa trovare tutti gli # € K™ tali che Vi € {1,...,m}, fi(z) = 0: stiamo vedendo il nucleo
di A come un’intersezione di nuclei delle f;, che, per quanto visto nell’Esercizio 8 della scorsa
esercitazione, ¢ un luogo di zeri:

W =Kerfin..NKerf, = Z(Span(fi,..., fm))
allora ’annullatore di W & proprio Span(fi, ..., fm), in quanto Z e Ann sono funzioni inverse:
Ann(W) = Ann(KerA) = Span(fi, ..y fm)

Per rispondere alla domanda successiva invece, consideriamo H C K" un iperpiano che con-
tiene W: possiamo pensare un iperpiano come un luogo di zeri, infatti sappiamo che ogni
iperpiano & descritto da una sola equazione lineare: H = {z € K" |G(z) = 0} dove con
G(z) indichiamo un’equazione lineare che dipende dalle n coordinate di x, e che dunque puo
essere pensato come un elemento dello spazio (K")*: G € (K™)*. Ma allora H di sopra ¢
proprio KerG: H = {z € K" |G(z) = 0} = KergG: posso pensare ogni iperpiano come
nucleo di un funzionale.

Per quanto visto nell’Esercizio 8 della scorsa esercitazione si ha che KerG = Z(Span(Q)) e
quindi U'iperpiano ¢ il luogo di zeri di SpanG: H = Z(SpanG).

Riscriviamo ora la condizione di inclusione W C H in termini di annullatore: per quanto
visto a teoria si ha che H D W <= Ann(H) C Ann(W).Ma Ann(W) = Span(fi, ..., fm)
e Ann(H) = Ann(Z(SpanG)) = SpanG e dunque l'inclusione di sopra & vera se e solo se
G € Span(fi,..., fm). Abbiamo dunque caratterizzato un iperpiano che contiene il nucleo:
la sua equazione deve essere combinazione lineare delle equazioni dei funzionali che rappre-
sentano le righe della matrice.

Definiamo ”fascio di iperpiani passanti per W” l'insieme degli iperpiani che contengono W e
ogni iperpiano appartenente al fascio & del tipo: H = {x € K" | ay f1(z) + ... + am fm(x) = 0}
al variare di o; € K non tutti nulli.

12.2 Esercizio 2

Sia F : R® — R? definita da F = L4, dove A & la matrice:

1 2 -1
A= (—1 ~1 2 )
esia FT : (R?)* — (R3)* I'applicazione trasposta. Mostrare che ImF ' = Ann(KerF),

KerF" = Ann(ImF) e che se B C V e D C W sono due basi e B* e D* sono le basi duali,
allora ME. (FT) = (ME(F))T (sono cose gia viste in astratto a teoria).

Dimostrazione. Descriviamo in primo luogo come & fatta I'applicazione F'': sia g € (R?)*:
tale funzionale sara qualcosa del tipo g( 5 ) = ax + by con a,b € R, che pud essere visto

come matrice di taglia 1 x 2 (ricordiamo che (R?)* =2 M(1,2,K)): g +— (a b).
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Cerchiamo ora di capire chi ¢ I'immagine tramite F'T del funzionale g: per definizione
x

FT(g) = goF che & un funzionale di (R®)*: valutandolo sul vettore | y | si ottiene
z

FT (o) y ) = g(F( y v=a(l %) ;” =a(( 575

—r—y+2z

=alz+2y—z2)+b(—z—y+22)=(a—bz+ (2a —b)y + (—a +2b)z

Dal punto di vista matriciale, ' manda la matrice (a b) in: (a b) — (a—2b 2a—b —a-+2b),
che possiamo scrivere anche come a(l1 2 —1)+b(—2 —1 2). Dato che a,b € R, abbiamo
una descrizione esplicita di ImF:

ImFT = Span((1 2 —1),(=2 —1 2)) = Span(z + 2y — 2,—z — y + 22)

Facciamo allora vedere che Ann(KerF) = ImFT: cerchiamo di definire Ann(KerF). In-
tanto KerF = KerA, ovvero ¢ lo spazio delle soluzioni di A -z = 0, che equivale al sistema
lineare:

r+2y—z=0
—x—y+22=0

Ma allora 'annullatore di tale nucleo corrisponde all’insieme dei funzionali che si annul-
lano negli elementi del nucleo, che sono esattamente le combinazioni lineari dei funzionali
descritti nelle righe del sistema: Ann(KerF) = Span(x + 2y — z, —x — y + 2z), che, come
voluto, equivale a ImF' .

Facciamo vedere ora che KerF'" = Ann(ImF): chiediamoci prima chi sia ImF: per capire
chi ¢ ImF, studiamo ImA e in primo luogo troviamo il suo rango: essendo A una matrice
di taglia 2 x 3, essa non puo avere rango maggiore di 2. Per di piu la seconda riga NON
e chiaramente multipla della prima, ovvero le due righe sono linearmente indipendenti —>
rnkA = 2, ovvero dimImF = 2. Dato che F : R? — R? e la sua immagine ha dimensione
2, essa coincide con il codominio: ImF = R?: per motivi teorici Ann(R?) = {0}, in quanto
'unica applicazione che si annulla su tutto R? & I’applicazione nulla. Cerchiamo ora KerFT:
FT, in forma matriciale, manda la matrice 1 x 2 (a b) in: (a b) — (a—2b 2a—b —a+2b).
Tale matrice di arrivo & uguale alla matrice nulla (0 0 0) se e solo se a —2b =0, 2a —b = 0,
—a + 2b = 0 contemporaneamente, ovvero se e solo se a = b = 0. Quindi KerF' = {0}
(dove 0 & I’applicazione nulla) che & uguale a quanto visto sopra: cid ci dimostra anche che
FT ¢ iniettiva.

Mostriamo ora l'ultima identita. Sia

B= { (?) : (_11> } = {v1,v2} C R

una base di R? e sia

1\ [0\ /0
D:CanR:s:{ ol.{1],[o }CR3
o/ \o/ \u

la base canonica di R3. Determiniamo innanzitutto le basi duali B* e Can*: Can* = {z,y, 2}
banalmente, mentre per trovare B*, bisogna determinare i due funzionali v§ e v (che, con
abuso notazionale, saranno della forma v = ax + by e v5 = cx + dy con a,b,c,d € R) tali
che vi(vi)=2a+b=1evi(vs) =—a+b=0ev5(v1) =2c+d=0evj(v3) = —c+d=1:
risolvendo i sistemi associati otteniamo vj = %x + %y e vy = f%:c + %y Si ha quindi che
B* = {3z + 3y, —3z+ 3y}.

Troviamo adesso la matrice M§*(F) associata a F nelle due basi scelte di sopra: troviamo
le colonne di M§(F):

(o)L =T( 23 (o) L =T() 1= (%)
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0 0 )
1 2 -1 2 z
(104 D) (-1 (4
[ 0 }B [ 1 -1 2 0 }B [ 1 }B -3
_21 ci & bastato notare che se v € Ve B = {vy,...,v,} C
V & un base, allora, se B* = {v7,...,v:} & la base duale si ha che

vi(v)

dove per trovare le coordinate di

Finiamo con la terza colonna:
0 0 1
1 2 -1 -1 =
rifo = ) (o= 1G)]L= ()
{ 1 :|B { -1 -1 2 1 }B { 2 }B 3
Abbiamo dunque che M§"(F) ¢
c 0 1 1
g = (0 51
3 3

Cerchiamo ora MJ, .(FT): allo stesso modo, troviamo le sue colonne:

0
[FT(%er éy)]can* = [FT((% émctm* =[0 = 1)]Cm* — %
3
~1
FT (524 2p)lean = FT (5 Dlean =[(-1 ~5 low- = [ -3

ricordando che F'((a b)) = (a—b 2a —b — a+ 2b). Ma allora

0 -1
MCan* (FT) - % 75%
3 3

che & proprio (M§*(F))T: cio dimostra la tesi.

12.3 Esercizio 3

Sia V un K-spazio vettoriale e sia W C V un suo sottospazio. Definiamo l'inclusione
i : W — V che manda w — w (notare che ¢ iniettiva) e la proiezione w : V. — V/w (notare
che & surgettiva) che manda un vettore v nella sua classe di equivalenza. Determinare nucleo
e immagine delle trasposte.

Soluzione: partiamo considerando l'inclusione. Notiamo che i non & nient’altro che la re-
strizione dell’identita a W, infatti, come l'identita manda un vettore in sé stesso, ma lo fa
solo di alcuni vettori di V', ovvero quelli di W: i = id|,,. Definiamo i' V¥ — W* che
associa al funzionale g la composizione g o i, ovvero g + goi = g oid, = g|,,. Vogliamo
trovare Im(i '), per motivi teorici sappiamo che Im(i') = Ann(Ker(i)), ma Ker(i) = {0}
in quanto i ¢ iniettiva. Ne segue che Im(i') = Ann({0}), ma per definizione Ann({0})
¢ 'insieme dei funzionali che si annullano in 0, e visto che i funzionali sono omomorfismi,
essi si annullano sempre in 0, ne segue che la i ' & surgettiva: Ann({0}) = W*. Viceversa
Ker(i") = Ann(Im(i)) = Ann(W).

Consideriamo invece la proiezione al quoziente w. La sua trasposta e I'applicazione 7
(V/w)* — V*: notiamo che c¢’¢ un problema di buona definizione in quanto gli elementi
del quoziente sono classi di equivalenza. Possiamo tuttavia trovare il nucleo e 'immagine di
tale applicazione: Kern! = Ann(Imr) = Ann(V/w) = {0} in quanto I'unica applicazione
che annulla tutto lo spazio per definizione & I’applicazione nulla: notiamo che 7' ¢ iniettiva.
Viceversa: Imn| = Ann(Kerm) = Ann(W) (ricorda che il nucleo di una proiezione al quo-
ziente ¢ il sottospazio per cui si quozienta): se allora restringiamo il codominio all'immagine
si ha che 77 : (V/w)* — Ann(W) & un isomorfismo (canonico), ovvero che

(v/w)" = Ann(WV')

T .
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12.4 Esercizio 4
Sia A € M(3,R) definita da

-1 3 2
A=1-1 0 -2
1 0 1

Trovare il suo determinante.

Soluzione: troviamo il suo determinante tramite lo sviluppo di Laplace sulla prima riga.
Si ricorda che lo sviluppo di Laplace ¢ determinato dalla formula

3
detA = Z(—l)“‘lah—detAé
i=1

Troviamo esplicitamente lo sviluppo: concentriamoci sull’elemento di posto 1, 1: sviluppiamo
(—1)**! =1, cerchiamo I’elemento di posto 1,1: -1. Troviamo il determinante della matrice
ottenuta togliendo la prima riga e la prima colonna di A:

detAézdet(S 12):0~1—(—2-0)=0

Quindi il primo addendo della somma ¢ 0-1-(—1) = 0. Troviamo ora gli altri addendi
della somma: sviluppiamo (—1)!*2 = —1, cerchiamo I’elemento di posto 1,2: 3. Troviamo
il determinante della matrice ottenuta togliendo la prima riga e la seconda colonna di A:

detAfzdet (‘11 _12> — 11— (=2-1)=1

Quindi il secondo addendo della somma & 1-3-(—1) = —3. Sviluppiamo (—1)!*3 = 1,
cerchiamo l’elemento di posto 1,3: 2. Troviamo il determinante della matrice ottenuta
togliendo la prima riga e la terza colonna di A:

detA%zdet(El 8) =-1-0-(0-1)=0

Quindi il terzo addendo della somma € 0-2-1 = 0. Ne segue che detA=0—-3+0=-3.

Mostriamo che il risultato non dipende dalla colonna per la quale sviluppiamo: per esempio,
sviluppiamo il determinante rispetto alla terza colonna.
Pit compattamente, scriviamo il calcolo del determinante:

-1 0 1 3 1 -1
— 1+3 _9(_1)2+3 3+3 -
detA =2(—1)"det ( 1 0) 2(=1)"""det <1 O) + 1(=1)°""det <3 0 ) =

2:1-(=1-0-0-1)—2-(=1)-(1-0—-3-1)+1-1-(1-0—(~1)-3)=0—-6+3=—3

che ¢ concorde a quanto trovato sopra.

Tuttavia, nessuno dei due calcoli precedenti e efficiente, poiché né nella prima riga, né
nell’ultima colonna compaiono degli zeri: in generale, se si vuole calcolare il determinante
di una matrice, si cerca di sviluppare rispetto alla riga o alla colona che contiene piu zeri
possibili, questo perché quando moltiplichiamo nello sviluppo per gli elementi di poso i, j
che contengono uno zero, sappiamo subito che otteniamo un risultato nullo, e dunque non
dobbiamo neanche calcolare il determinante della sottomatrice! Allora, il metodo piu effi-
ciente ¢ sviluppare rispetto alla seconda colonna, che contiene ben due 0! Nel calcolo finale
interverra cosi solo ’elemento di posto 1, 2:

-1

detA = (—1)'T23det ( 1

_12> =-3(-1+2)=-3
Notiamo che da cio segue che la matrice A ¢ invertibile.

Osservazione: Se la matrice non contiene zeri, possiamo tentare, tramite operazioni ele-
mentari, di ”abbellirla” un po’, facendo comparire degli zeri. Ricordiamo tuttavia che
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scambiando due righe/colonne il determinante cambia segno (per alternanza multilineare
sulle colonne e di conseguenza sulle righe per invarianza per trasposizione), moltiplicando
una riga/colonna per uno scalare A # 0, il determinante viene moltiplicato per A. Invece,
sommando a una riga/colonna un’altra riga/colonna, il determinante non cambia. Il motivo
di cio e che, per quanto visto a teoria, fare operazioni elementari sulle righe di una matrice
A (rispettivamente sulle colonne) equivale a moltiplicare A a sinistra (rispettivamente a de-
stra)per 1 matrice elementare E, ottenuta facendo le stese operazioni sulla matrice identita.
Allora, se B ¢ la matrice ottenuta da A facendo delle operazioni di riga si ha che B=F- A
e per Binet detB = det(E - A) = detE - det A.

Facendo dunque un’operazione del primo tipo (scambio) si ottiene che E — E* (dove con
E* si intende la matrice che otteniamo scambiando due righe di F) e dunque det(E* - A) =
detE* - detA = —detA (in quanto detE* = —1 banalmente). Se invece facciamo un’o-
perazione di moltiplicazione di una riga per uno scalare (diciamo M), si ha che F — E*
(dove con E* si intende la matrice che ha una riga moltiplicata per lo scalare \) e quindi
det(E*-A) = det(E*)-detA = \detA, in quanto detE* = X banalmente. Infine, se sommiamo
a una riga un’altra riga, mandando E — E* si ha che detA = det(E* - A) = detA, in quanto
detE* = 1: infatti partendo da F = I, si ha che sommando a una riga ¢ una riga j di E,
otteniamo una matrice triangolare inferiore, che, per motivi teorici, ha come determinante
il prodotto degli elementi sulla diagonale: essendo tutti 1 si ha che detE* = 1.

12.5 Esercizio 5
Sia A € M(4,R) definita da

-1 4 -2 1
1 -2 3 0
A= 2 -3 3 0
1 2 -1 2

Trovare il suo determinante.

Soluzione: Ragionando come detto sopra, conviene sfruttare la riga, o la colonna con piu
zeri. In particolare notiamo che la quarta colonna ha 2 zeri, quindi &€ una buona candidata
per lo sviluppo. Tuttavia, notiamo che possiamo abbellirla ancora di piu, facendo comparire
un altro zero, eseguendo operazioni elementari. In particolare, sottraendo alla quarta riga il
doppio della prima riga, otteniamo uno 0 in posizione 4, 4.

-1 4 -2 1
1 -2 3 0
detA = det 9 -3 3 0
3 -6 3 0

Adesso la situazione si ¢ semplificata parecchio, in quanto dobbiamo sviluppare solo in
rapporto all’elemento di posto 1,4:

1 -2 3
detA=1-(—1)"det [2 -3 3
3 -6 3

dobbiamo ora calcolare il determinante di una matrice 3 X 3: come prima, dato che essa non
ha zeri, eseguiamo operazioni elementari per far si che compaiano degli zeri. In particolare,
se raccogliamo un 3 nella terza riga e lo portiamo fuori dalla matrice (possiamo farlo per la
linearita del determinante) otteniamo

1 -2 3 1 -2 3
det |2 =3 3| =3det|2 -3 3
3 —6 3 1 -2 1

Notiamo adesso che sottraendo alla prima riga la terza, otteniamo due zeri nelle posizioni
1,2 e 1,3 (e il determinante non cambia):

1 -2 3 0 0 2 5 _3
3det [2 —3 3| =3det|2 -3 3| =32(-1)'""det (1 _2>:6(2~(—2)—(—3-1)):—6
1 -2 1 1 -2 1
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Otteniamo quindi, sostituendo sopra, che

1 -2 3
detA=1-(=1)"det [2 -3 3| =—(-6)
3 -6 3

Notiamo che da cio segue che la matrice A & invertibile.

12.6 Esercizio 6
Sia A € GL(3,R) definita da

1 1 1

2 3 1

2 3 4
Determinare la sua inversa con la matrice aggiunta.

Soluzione: Cominciamo trovando detA, che € necessario per la costruzione della matrice
inversa tramite aggiunta. Dal momento che la matrice di sopra non ¢ molto "bella”, ese-
guiamo le operazioni elementari Cy — Cy — Cy e C5 — C3 — Cy per far comparire degli zeri
e calcoliamo il determinante con Laplace:

111 10 0 -
det [2 3 1| =det|{2 1 -1 :1-(—1)”1-det<1 2>:2+1:3
2 3 4 2 1 2

Cerchiamo ora i coefficienti dell’inversa: dobbiamo analizzare coefficiente per coefficiente.
Chi & a;;"? Dobbiamo calcolare

L1

i = detA

(—1)1+1detA§ _ %det (g D _ %(12 _3)—3

Chi & ajy ? Dobbiamo calcolare

41

Q19 =

1 1 1 1 1
- T ()2 P2 __ta_ay 2
et (-1) detA¢ 3det< ) 3(4 3) 3

3 4

Chi & aj3'? Dobbiamo calcolare

ajg = !
1B 7 detA

(*1)1+3detA§ = %det <:1)) 1) = %(1 -3) = ,;

Chi & ay,'? Dobbiamo calcolare

1

2 1
= —(-1
Qg detA( )

1 1
241 $_ ot - _2(R_9) — _
detAi— 23det(2 4>— 3(8 2)=-2

Chi & a5y ? Dobbiamo calcolare

-1 1

1 /1 1\ 1 2
= (—1)2*2det AP = ~det ——(4-9)=12
G2 = Gopa D7 detdy = gde 342 =3

2 4

Chi & a3 ? Dobbiamo calcolare

1

23 = detA (

1 1 1 1 1
) det y 3det <2 1) 3( ) 3

Chi & a3,"? Dobbiamo calcolare

1L s 41 2 3\ _ 1. o _
asy _detA( 1) detAi—Bdet 5 3 —3(6 6)=0

Chi & az, ? Dobbiamo calcolare

azy = 1
32 7 detA

3 1 11 1 1
(-1) +2detA§ = fgdet <2 3) — 75(3 —2)= -3
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Chi & a33? Dobbiamo calcolare

1

-1 _ .
%58 = GerA )

3+3detA§ = édet @ ;) _leaog= %

Riscrivendo tutti i coefficienti in ordine otteniamo

3 -1 _2

3 3

-1 _ 2 1
AT=lE 5 g
0 -3 3

che ¢ effettivamente 'inversa di A.

12.7 Esercizio 7

Dimostra che se A € M(n,K) e detA = 0, allora A - adj(4) = adj(A) - A = 0 <=
Im(adj(A)) C KerA e ImA C Ker(adj(A)).

Dimostrazione. Dimostriamo separatamente le due frecce:
(=) Banalmente, moltiplicando A - adj(A) per un generico vettore x € K" otteniamo:
0=0-z=A adj(A)-z=A-(adj(A) -x)A - Im(adj(A))

ovvero I'm(adj(A)) C KerA. Analogamente, ma invertendo ’ordine, otteniamo che ImA C
Ker(adj(A)).

(<) Se Im(adj(A)) C KerA, allora quando valutiamo il prodotto A -adj(A) su un vettore
x € K otteniamo A - adj(A) - x, ma visto che adj(A) - x € Im(adj(A)), necessariamente
A-adj(A) -z =0 e visto che vale per ogni z, A -adj(A) = 0. Analogamente si dimostra che
vale anche per adj(4) - A.
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13 Esercitazione 16-12-2021

13.1 Esercizio 1
Sia A € M(3,R) definita da

1 2 -1
A= 2 1 1
-1 1 =2
1
e sia b € R? definito da b = [ 2 |. Risolvere il sistema lineare A - x = b.
2

Soluzione: Vogliamo qui utilizzare il metodo di Cramer: innanzitutto stabiliamo se la ma-
trice ¢ invertibile. Notiamo subito che la terza riga e la differenza tra le prime due, quindi la
terza riga e linearmente dipendente dalle prime due, ergo la matrice non puo essere inverti-
bile in quanto non ha rango massimo. Cerchiamo di capire invece, sempre a livello teorico,
se il sistema & risolubile: consideriamo la matrice completa M = (A|b): determiniamo il suo
rango (notiamo che puo essere o 2 o 3).

1 2 -1 1 11 -2 —1 11 -2 -1
M=|2 1 1 o Bzl v 1 1 o | fezfarl o9 1 1 9
11 -2 -1 11 -2 -1 0 0 0 0

Poiché la terza riga ¢ completamente nulla, anche in questo caso il rango ¢ 2 e per questioni
teoriche il sistema & risolubile (rnkM = rnkA).

Come ragionare? Notiamo che dato che la terza riga di M dipende dalle prime due, allora
I’equazione associata a tale riga € superflua e puo essere eliminata: ci si riduce a studiare il

sistema
12 -1\ (7)1
2 1 1 Y]l =\2
z

che & un sistema rettangolare. Tuttavia, per quanto detto sopra, essendo il rango di A uguale
a 2, ci devono essere nella sottomatrice A* = A¢ due colonne linearmente indipendenti e

una dipendente dalle altre due: in particolare notiamo che la sottomatrice A’ = (A*)¢ e
invertibile, in quanto il suo determinante ¢ 1 —4 = —3: quindi la tera colonna & linearmente
dipendente dalle altre due. Possiamo allora ”spezzare il sistema in questo modo”:

()6)+()=0)
GG =06) (=6

che adesso possiamo risolvere con Cramer in quanto la matrice associata al sistema e
invertibile. Facciamolo:

che ¢ equivalente a

__1 1+2 2\ 1 P I
x—mdet@_z 1)—_3<<1+z> 1-2(2-2))= —(B32-3)=1-2

1 1 1+=2 1 1
Notiamo dunque che se anche la matrice del sistema iniziale non & invertibile, possiamo
ridurlo sempre a una matrice invertibile.

13.2 Esercizio 2

Siano A, B due matrici a blocchi che possono essere moltiplicate tra di loro:
(A1 A _(B1 Bs
A= (A3 A4)’ b= (B3 B

tali che Ay abbia h colonne, A; ne abbia k e rispettivamente By abbia h righe e By k righe.
Determinare il loro prodotto.
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Soluzione: Ricordando che quando moltiplichiamo due matrici il prodotto lo si fa righe
per colonne, I’elemento di posto 1,1 della matrice A - B ¢ il prodotto tra la prima riga di A
e la prima colonna di B: ma la prima riga di A & la stringa costituita dalla prima riga di
A; e dalla prima riga di As, e analogamente la prima colonna di B ¢ la stringa costituita
dalla prima colonna di B; e dalla prima colonna di Bs. Per quanto detto nelle ipotesi, gli
elementi della prima riga di A; si vanno a moltiplicare solo con gli elementi della prima
colonna di Bi, mentre gli elementi della prima riga di A, si vanno a moltiplicare solo con
gli elementi della prima colonna di Bs. Ripetendo con le altre colonne e le altre righe dei
blocchi Ay, As, By e Bs, otteniamo che anche la matrice prodotto ¢ a blocchi e ha per primo
blocco 'espressione A; - By + As - B3. Analogamente troviamo che il blocco in alto a destra
¢ della forma A; - By + Ay - By, in basso a sinistra Az - By + A4 - B3 e in basso a destra
Az - By + Ay - By, ovvero:

A.B= Al'B1+A2'B3 Al-Bg+A2-B4
- A3'31+A4'Bg A3'B2+A4'B4

Osservazione: Ogni matrice a blocchi del tipo

(@ o)

, con A invertibile (o analogamente C'), puo essere scritta come prodotto tra due matrici a

blocchi del tipo
A BY (A M\/(I N
0o C¢) \o0o I 0 C

dove I ¢ la matrice identita e M e N sono due matrici. Dobbiamo mostrare che M e N

esistono sempre:
A M\ (I N\ (A A N+M-C
0 I 0 C) \o C

quindi ci chiediamo se per ogni B matrice esistono M e N matrici tali per cui A-N+M-C =
B: la risposta & si in quanto basta prendere M =0 e N = A~! - B (o analogamente N = 0
e M =C"1.B).

13.3 Esercizio 3

Siano A € M(m,n,K) e B € M(n,m,K). Sia t un’indeterminata: si consideri il prodotto

Im O\ (thn—A-B —A\ (I, 0
B I, 0 tr,) \-B I,

che & una matrice appartenente allo spazio vettoriale M (m+n,K(t)) dove con K(t) designia-
mo il campo delle funzioni razionali su K. Si determini il determinante del prodotto di sopra.

Soluzione: Per la regola di Binet, il determinante di un prodotto ¢ il prodotto dei determi-
nanti delle singole matrici, quindi ci basta analizzare il determinante matrice per matrice.
Notiamo subito che sia la prima che la terza matrice sono triangolari (rispettivamente una
inferiore e una superiore): per quanto visto a teoria il determinante di una matrice triango-
lare ¢ il prodotto degli elementi sulla diagonale, che, per entrambe le matrici, sono tutti 1:
il determinante sia della terza matrice che dalla prima e proprio 1.

Nel caso della seconda matrice, invece, notiamo subito che ¢ una matrice a blocchi, e per
quanto visto a lezione il suo determinante ¢ il prodotto dei determinanti dei singoli blocchi
che compongono la diagonale: quindi, se chiamiamo M la seconda matrice, si ha che

detM = det(tl,, — A - B)det(tI,)

Notiamo inoltre che il determinante di tI,, ¢ t”, in quanto

t 0 ... O
0 t

: 0
0 0 t



e diagonale e quindi il suo determinante ¢ il prodotto degli elementi sulla diagonale. Per
quanto riguarda invece det(tl,, — A - B), per definizione questo & proprio il polinomio
caratteristico di A - B, ovvero p4.p(t). Quindi il determinante del prodotto di sopra &

I, O tl,, —A-B —-A I, O n
det(<B [n> . ( 0 tln> . (—B In)) =t"pa.p(t)

Notiamo tuttavia che se svolgiamo il prodotto delle tre matrici, per quanto visto nell’Eser-
cizio precedente, otteniamo

I, 0 tl,,—A-B —A In 0\ _ [(tI, —A N
B I, 0 tl,) \-B I,) \ 0 tI,—-B-A)

e il determinante di questa matrice N, sempre ragionando nei termini di prima, &
detN = t™det(tl, — B-A) =t"pp.a(t)
Ma i due risultati devono essere uguali (sono i determinanti della stessa cosa), quindi
t"pa.p =1"pp.a

ecco dunque che abbiamo trovato una relazione tra il polinomio caratteristico di A - B e
di B - A: notiamo inoltre che nel caso in cui le due matrici abbiano la stessa taglia (sono
quadrate), i due polinomi caratteristici sono uguali!

Per di piu (in generale), i polinomi caratteristici di A- B e di B - A condividono le stesse
radici non nulle e anche le molteplicita algebriche delle radici non nulle.

13.4 Esercizio 4

Sia A € A,, una matrice antisimmetrica in un campo K tale che charK # 2, con n pari. Si
dimostri che se F ¢ la matrice n X n che ha 1 ovunque, ovvero

1 1 1

1 1 1
E=

o .1

11 ... 1

allora det(A + cE) = detA Ve € K.

Dimostrazione. Si noti innanzitutto una cosa importante: data una matrice antisimmetrica
A, quanto vale il suo determinante?

Se A ¢ antisimmetrica, allora AT = — A, e dunque, per quanto visto a teoria detA = detAT =
det(—A) = (—=1)"detA, dove il passaggio det(—A) = (—1)"detA & giustificato dal fatto che
tutte le n righe di A sono moltiplicate per —1 e quindi portiamo fuori n volte —1.
Distinguiamo qui il caso n pari e n dispari: se n e dispari si ha che detA = —detA —
detA = 0, concordemente a quanto avevamo dimostrato nell’Esercizio 1 dell’esercitazione
del 07-12-21: infatti il rango di una matrice antisimmetrica & pari e quindi, se n & dispari,
€sso non puo essere massimo e dunque la matrice non e invertibile.

Se invece n ¢ pari, allora detA = detA, che non ci da informazioni particolari sull’invertibi-
lita o meno di A.

Per dimostrare che ¢ vera quell’'uguaglianza, bisogna distinguere due casi fondamentali:
A invertibile e A non invertibile (come detto su, dato che n ¢ pari non sappiamo niente
sull’invertibilita di A).

Se A non ¢ invertibile, allora detA = 0. Inoltre, dato che a una matrice quadrata ¢ associato
un endomorfismo, se A non ¢ invertibile allora nemmeno ’endomorfismo lo ¢: quindi non &
né iniettivo né surgettivo, e cosi la A, ovvero KerA # {0} = dimKerA > 1. Ma ancora
per lesercizio 1 dell’Esercitazione del 07-12, la dimensione di A & pari, ma anche n & pari,
quindi necessariamente si deve avere che dimKerA = 0(mod2) per la formula di nucleo
e immagine, e quindi dimKerA > 2. Notiamo inoltre che rmkE = 1, in quanto tutte le
sue colonne sono uguali e non nulle, quindi dimKerE = n — 1, ovvero il nucleo di £ € un
iperpiano. Abbiamo gia viso che se tagliamo un sottospazio con un iperpiano la dimesione
puo, al massimo, abbassarsi di 1 (o rimane uguale): quindi se intersechiamo KerE con
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KerA, la dimensione di tale sottospazio al minimo ¢ 1: dim(KerA N KerE) > 1, ovvero
Jv € KerAN KerE tale che v # 0. Ma allora, se moltiplichiamo la matrice A + cE con il
vettore v (che vuol dire applicare ’endomorfismo associato a A+ cE al vettore v), otteniamo
(A4 cE)(v) = Av+ cEv =0, in quanto v € KerAN KerE, e quindi v € Ker(A+ cE) =
Ker(A+ cE) # {0}. Ma allora ’endomorfismo associato a A + cE non ¢ iniettivo, dunque
non ¢ invertibile e dunque det(A + cE) = 0 = detA.

Se invece A e invertibile, si ha che detA # 0. Studiamo il determinante di A + cE tramite
le colonne di questa matrice:

1 1
det(A+cE) =det(A' +c|:|[..]JA"+c | |)
1 1
usando la linearita nella prima colonna si ha
1 1 1 1 1 1
det(A'+c | 1| [|A"+c | i |) =det(AY|A%+c | | |..]A+e | o ) 4edet(]| | |A%+c | 1 ] | ]A"+e
1 1 1 1 1 1

Usiamo ora invece la linearita sulla seconda colonna:

1 1 1 1 1
det(AMA? +c | i | [|A"+e | [)+e det(| : | |A2+c|: | |]A"+c | |) =
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
= det(A'|A?|..|A"+c | [)+edet(AY | o] [ A e | ) redet(| 1 ] |42 A e | 2 )+
1 1 1 1 1
1 1 1
+cdet(| ||| ] A"+ ] ])
1 1 1

Notiamo che nell’ultimo addendo compaiono due colonne uguali: essendo il determinante
multilineare alternante, per definizione I'ultimo termine e proprio 0. Reiterando il procedi-
mento n volte otteniamo che molti termini si cancellano e in particolare alla fine rimangono

1 1 1
det(A+cE) =detA+c-(det(A(| - |, 1) +A(| : |,2)+...+A(| : |.n))
1 1 1
1
dove con A(| :|,j) indichiamo la matrice ottenuta da A sostituendo alla colonna j la
1
1
colonna | : |. Se chiamiamo i termini della somma tra parentesi xy, ..., Ty, essi somigliano
1
alle soluzioni di un sistema lineare :)
1 X 1
Teid ¢ soluzionedi A-x =

Ty 1
Ma allora chi € 1 + ... + z,,7 Posso pensare di scrivere questa somma nel seguente modo:

1 1 X1 1 T
Ty 4, =(21...mp) - | :(ml...xn)AdetA :detA(xl...xn)A

1 Ty Ty
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Vorremmo dimostrare che questa quantita fa 0: valutiamo allora in astratto csa succede
quando facciamo il prodotto di y " Ay (che & un elemento di K) con y € K™ (che & quello che
abbiamo sopra).

Essendo y " Ay € K, quando trasponiamo non abbiamo cambiamenti: y' Ay = (y"Ay)" =
(y")TATy" = y(—A)y" = —y" Ay che implica y" Ay = 0 (in quanto charK # 2) che &
quello che volevamo. Ne segue che det(A + c¢E) = detA + 0 = detA.

13.5 Esercizio 5

Mostrare che si puo ricavare il polinomio di Vandermonde come determinante di una matrice.

Soluzione: siano x1,...x, € K. Si consideri ora la matrice

1 1 1

T Z2 Tn

Ao | 22 a2 22
n—1 n—1 n—1

T Ty T,

con n > 2. Vogliamo trovare detA e in particolare far vedere che

detA= [ (z;—)

1<i<j<n

che ¢ proprio il polinomio di Vandermonde: il determinante della matrice A si chiama per
questo determinante di Vandermonde.
Dimostriamo l'uguaglianza per induzione su n:

1 1

- n = 2 : basta calcolare detA = det(
Ty T2

) = x9 — x1 che & proprio il polinomio di

Vandermonde.

- Si supponga la tesi vera per n, dimostriamo che & vero allora per n + 1: l'idea & sem-
plificare la prima colonna, rendendola una colonna formata da un 1 e tutti 0: 'idea e quella
di sottrarre alla riga j-esima la riga (j — 1)-esima moltiplicata per z; (& un’operazione di
terzo tipo, quindi il determinante non cambia): otteniamo che

1 1 . 1
0 To — X1 . T, — T
0 mg — Xox1 e x% — X1
0 ab ™t —ab 2z .. 2l -2y
di cui possiamo calcolare il determinante tramite Laplace:
1 1 e 1
To — X1 . Ty — X1
0 To — T Ty — T1 22 g m2n .
2 _ 2 _ 2 T 4241 n — <ndl
det 0 T5 — ToTq T, — T2T1 =1 1)1+1d6t
. . . . n—1 n—2 n—1 n—2
_ _ _ _ T —xy ‘xy ... x -
0 af =202 ... a2t a2 2 2 " "
To — X1 N Ty — X1
xo(xo —21) ... p(Tn, — 1)
= det
n—2 n—2
xy “(xo—x1) ... alTH(a, —x1)

Notiamo che possiamo portare fuori x5 — x; dalla prima colonna: otteniamo

To — X1 T, — T 1 Ty — T
xo(xa —x1) ... Tp(Tn—x1) o ... Tp(Tn— 1)
det ) . ) = (zo — x1)det
ey (wg —x1) ... 202w, — 1) % a2, — 1)
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Ma possiamo fare lo sesso per tutte le altre colonne:

To — I1 Ty — X1 1 1
xo(xo —x1) ... xp(Tn—x1) To ... Tp
det : ) : = (xg—x1)...(xy —x1)det
a2y (g —x1) ... a3z, —xy) xpr o an?

che per ipotesi induttiva € il polinomio di Vandermonde per n — 1:

To — I Ty — X1
xo(xe — 1) ... Tp(Tn — 1)
det . ] . = (zo—x1)...(xp—x1) H (xj—x;) = H (xj—;)
: - : 2<i<j<n 1<i<j<n
a2y (g —x1) ... a2l 3w, —xy)

In particolare A ¢ invertibile se e solo se z1,...,x, sono tutti distinti: infatti avrebbe
due colonne uguali e determinante nullo (o anche perché il polinomio di Vandermonde si
annullerebbe).

13.6 Esercizio 6

Siano a,b € K diversi: determinare il determinante della matrice A € M(n,K), con n > 2,
definita da

b a ... a

a b ... a
A:

a a ... b

ovvero la matrice che ha b sulla diagonale e a altrove.

Soluzione: Notiamo che il determinante della matrice A ¢ uguale al determinante della
matrice A a cui aggiungiamo una colonna formata da un 1 in prima posizione e 0 altrove e
una riga randomica (la nuova matrice ha taglia (n + 1)2):

b 1 *x = *
¢ @ 0 b a a
a b ... a b
det | . . . | =det |0 @ a
@ a b 0 a a ... b

Infatti sviluppando rispetto alla prima colonna otteniamo 1'uguaglianza. In particolare,
scegliamo una prima riga "opportuna”: quella che ha tutti a nelle posizioni 1,7 con i =
2,...,n+1:

1 a a a
b a a
0 b a a
a b ... a b
det | . . . | =det |0 @ a
@ a b 0 a a ... b

Perché proprio questa riga? Perché in questo modo possiamo fare delle operazioni di riga
"utili”: prendiamo la prima riga e sottraiamola a tutte le altre (il determinante non cambial).

1 a a a 1 a a a

0 b «a a -1 b—a 0 0
det |0 a b al — get | -1 0 b—a ... 0

0 a a b -1 0 0 ... b—a

Dividiamo ora tutte le colonne, dalla seconda alla (n 4+ 1)-esima, per b — a (affinché il
determinante non cambi dobbiamo rimoltiplicare fuori per (b—a)™, in quanto sono n colonne
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a essere divise):

1 a a a 1 3% %5 0 5=
-1 b—a 0 0 -1 1 0 0
det | —1 0 b—a 0 = (b—a)"det —1 0 1 0
-1 0 0 b—a -1 0 0 1

Se adesso sommiamo alla prima colonna tutte le altre, il determinante non cambia, e inoltre
notiamo che nelle posizioni ¢, 1 con 7 = 2, ..., n+ 1 vengono tutti zeri, in quanto sommiamo ai
-1 degli 1 (tutte le posizioni che non sono nella diagonale nelle righe dalla seconda all’ultima
hanno degli zeri); invece I’elemento di posto 1,1 diventa 1+ n(;%-):

b—a b—a b—a —a —a b—a
-1 1 0 0 0 1 0 0
(b—a)™det | =1 0 1 0 | = (b—a)"det 0 0 1 0
-1 0 0 1 0 0 0 1

Questa matrice € triangolare superiore e quindi il suo determinante & il prodotto degli
elementi sulla diagonale. Rileggendo le uguaglianze al contrario possiamo affermare che

detA = (b—a)"(1 + nﬁ)

Osservazione: In generale per trovare il determinante di una matrice puo essere utile ag-
giungere una colonna come quella di sopra, rapportata a un’opportuna riga.

13.7 Metodo per trovare il rango di una matrice alternativo a Gauss

Sia A € M(m,n,K). Definiamo sottomatrice di A una matrice ottenuta prendendo k righe
e h colonne (non necessariamente consecutive) di A e intersecando gli elementi che stanno
in queste righe e queste colonne. Indichiamo la sottomatrice di A di taglia k X h come segue:
sl dove s (s = 1,...,k) sono le righe scelte e j,, (m = 1,...,h) le colonne scelte. Se
k = h, la sottomatrice ¢ quadrata e viene detta MINORE di A di taglia k.
Sia dunque M una sottomatrice di A, supponiamo che le colonne di M siano linearmente in-
dipendenti: allora anche le stesse colonne di A sono linearmente indipendenti (le colonne di A
sono un prolungamento delle colonne di M). Infatti, sia A\; A1 +...+ )\ A%* = 0 una combina-
zione lineare nulla delle colonne di A (che contengono le colonne di M), cancelliamo le righe
di questa combinazione lineare che non compaiono in M, otteniamo A\; M+ ...+ \,M" =0
e dato che le colonne di M sono linearmente indipendenti per ipotesi, Ay = ... = A\, = 0
e dunque anche le colonne ji,...,j, di A sono linearmente indipendenti. Questo implica
che rnkM < rnkA (non puo essere maggiore perché hanno le stesse colonne linearmente
indipendenti). Ne segue che il rango di A puo essere pensato come il rango massimo delle
sottomatrici di A (e ha senso in quanto A & sottomatrice di sé stessa).
Lavorando con i determinanti ci servono i minori di A: se troviamo un minore con determi-
nante non nullo, allora sicuramente la matrice A ha rango maggiore del numero di colonne
del minore considerato. Vogliamo dunque dimostrare la seguente:

rnkA = max{h € N|3M minore di A di ordine h invertibile}

ovvero tale per cui detM # 0. Mostriamo 'uguaglianza con la doppia disuguaglianza. Chia-
miamo rnkA = r e max{...} = p. Ovviamente dal fatto che esista un minore di ordine p
invertibile, segue che rnkM = p.

- > : ovvio per quanto detto sopra: i ranghi delle sottomatrici sono sempre minori o uguali
dei ranghi delle matrici che le contengono. Quindi p < r.

- < : Sappiamo che il rango di A & r, dunque esistono r righe A;,..., A4; (righe di A)

linearmente indipendenti. Sia N la matrice formata da queste r righe di A e da tutte le
colonne di A: N = A;l’;‘_'_’_?“: la taglia di N ¢ r x n e le sue righe sono tutte linearmente
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indipendenti (per costruzione), ma allora rnkN = r. Da questo segue che necessariamente

esistono r colonne di N linearmente indipendenti: N7, ..., N7r. Consideriamo allora il mi-

nore formato alle 7 righe e dalle  colonne di A linearmente indipendenti: M = A7/
-

Naturalmente rnkM = r, quindi M ¢ invertibile! Ma allora M appartiene all’insieme di
sopra, ed € uno dei minori di cui si fa il massimo. Da qui segue che p > r.

Abbiamo dunque trovato un metodo alternativo per determinare il rango di una matri-
ce: si considerano tutti i suoi minori, se ne trova il rango e il rango piu alto che troviamo & il
rango della matrice A. Detto in altro modo: rnkA = <= 3 minore M di A invertibile e di
ordine r e tutti i minori di A di ordine maggiore di r non sono invertibili, che equivale a dire
che 3 minore M di A di ordine r con detM # 0 e tutti i minori di A di ordine r + 1 hanno
determinante nullo (infatti per gli sviluppi di Laplace, se considero un minore di ordine r+ 2,
quando sviluppo devo calcolare il determinante di r + 2 matrici di ordine r 4+ 1, ma sapendo
che tutti i determinanti delle sottomatrici quadrate di ordine r 4 1 sono nulli, ne segue che
anche per i minori di ordine r + 2il determinante & nullo. Per induzione si dimostra che vale
per ogni r+iconi=2,...n—r).

13.8 Esercizio 7
Sia A € M(3,4,R) definita da

1 2 0 -3
A=|-1 1 2 1
1 -3 -2 =5

determinarne il rango con il metodo di sopra.

Soluzione: Valutiamo ogni minore di A, partendo da quelli di taglia 1 x 1 e arrivando a
quelli di taglia 3 x 3. Notiamo che appena trovo un minore di taglia h x h invertibile, posso
fermarmi e passare alla taglia successiva: so che la matrice ha almeno rango h.

La matrice ha sicuramente rango almenol, in quanto posso scegliere una qualsiasi sottoma-
trice di taglia 1 x 1 (un numero) con determinante non nullo: per esempio posso prendere
(1). Dunque rnkA > 1.

Cerchiamo ora un minore di taglia 2 x 2 invertibile: se prendiamo ad esempio il minore
ottenuto dalle prime due righe e dalle prime due colonne, si ha la matrice 2 x 2:

)

12
det(l 1) =—1-(-2)=1#0

ed & dunque invertibile. Come prima possiamo affermare che rnkA > 2.

Dato che il rango puo essere al massimo 3, trovo un minore di taglia 3 X 3 con determinante
non nullo, allora rnkA = 3, altrimenti rnkA = 2. Analizziamo i minori di taglia 3 x 3: ce
ne sono 4:

che ha determinante

2 0 -3 1 0 -3 1 2 =3 1 2 0
1 2 1 -1 2 1 -1 -1 1 -1 -1 2
-3 -2 =5 1 -2 -5 1 -3 -5 1 -3 -2

Se almeno una di queste 4 matrici ha determinante non nullo, allora rnkA = 3, se invece
hanno tutte determinante nullo rnkA = 2.

2.0 -3 2 1 12
det | 1 2 1 | =2(-1)>det ( >—3(—1)4det < ) =-16-12=-28#0
3 9 s -2 -5 -3 -2

Quindi la matrice ha rango 3.

Osservazione: notiamo che la seconda e la terza matrice contengono al loro interno la ma-
trice di ordine 2 di cui avevamo trovato precedentemente il determinante: diciamo che una
sottomatrice del genere, che si ottiene da un minore di partenza a cui aggiungiamo una riga
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e una colonna, ¢ un minore orlato. Vogliamo cosi dimostrare il seguente

Teorema (di Kronecker o degli orlati): sia A € M(m,n,K), allora rnkA = r <= 3 un
minore M di A di ordine r invertibile e tutti gli orlati di M hanno determinante nullo (che
¢ praticamente la cosa detta sopra, ma con un numero inferiore di matrici di ordine r + 1:
non dobbiamo quindi controllarle tutte).

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare le due frecce separatamente:
(=) & ovvio per quanto visto nel "Metodo” di sopra: si hanno meno richieste.

(«<=) Per alleggerire la notazione, diciamo che il minore M di A di ordine r & un bloc-
co in alto a sinistra, cosicché M = A}: (se non lo fosse, possiamo con delle operazioni
elementari far si che compaia li). Sicuramente le colonne di M sono indipendenti in quanto
rnkM = r, e per quanto visto sopra anche le colonne di A dalla prima alla r-esima sono
indipendenti. Vogliamo allora dimostrare che ogni altra colonna di A dipende da queste
prime 7, cio¢ che se j > r, allora A7 € Span(Al, ..., A").

Sia allora N il minore di A formato dalle colonne 1,...,7 e dalla colonna j, ovvero N =
Abm3 (e righe sono quelle di A): ovviamente le prime r righe di N sono linearmente
indipendenti. Sia ora h > r e consideriamo la riga Nj: mostriamo che e combinazione
lineare delle prime 7. Consideriamo allora la matrice formata dalle prime r righe di A pilt
la h-esima e dalle prime r colonne di A piu la j-esima, ovvero Ai:h questa matrice € un
orlato di M e per ipotesi ha determinante nullo. Ma allora le sue righe sono linearmente
dipendenti e visto che le prime righe sono linearmente indipendenti per ipotesi si deve avere
che la riga h-esima sta nello Span delle prime r, ovvero Ny € Span(Ny, ..., N,.). Abbiamo
allora dimostrato che rnkN = r. Possiamo allora fare lo stesso ragionamento per le colonne,
arrivando ad affermare che N7 € Span(N1,...,N"), che implica che A7 € Span(A!,..., A"),

ovvero che anche rmkA = r.

13.9 Esercizio 8
Sia A € M(3,4,R) definita da

con A € R. Determinare rnkA al variare di A € R.

Soluzione: Applichiamo il teorema di sopra. Notiamo subito che il rango di A non puo
superare 3.

Facilmente si vede che il minore di A costituito dalla prima e dalla seconda riga e dalle
colonne prima e terza, ovvero la sottomatrice

()

ha determinante non nullo! Quindi rnkA > 2 e per di piu la prima e la terza colonna
di A sono linearmente indipendenti (anche le prime due righe). Orliamo dunque questa
sottomatrice: aggiungiamo la terza riga (unica scelta possibile) e o la seconda colonna o la
quarta: abbiamo cosi da studiare due determinanti.

3 0 1 3 1 =Xx+1
det |2 X 1 det |2 1 1
A1 0 A0 22+1

Per la prima matrice si ha che, sviluppando rispetto alla prima riga, il determinante e

301
det 2 a 1) =3det (N 1) +der (2 2 =3(-1)+2- A =-1-)?
Y10 10 Al

Per quanto riguarda la seconda invece si ha che, sviluppano rispetto alla terza riga, il
determinante e

31 —A+1
det|2 1 1 :)\detG _/\1+1>+(2)\+1)det(3 1>:)\2+2/\+1:(/\+1)2

A0 2X+1
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Notiamo che il primo minore, visto che A varia in R, non ha mai determinante nullo, perché
il polinomio p(\) = =A% — 1 non ha radici in R e quindi VA € R rnkA = 3.

13.10 Esercizio 9
Sia A € M(3,R) definita da

A:

>0 >
N =
|
>

con X\ € R. Determinare rnkA al variare di X € R.

Soluzione: In questo caso, a differenza del precedente, non riusciamo a trovare un minore di
ordine 2 con determinante sempre non nullo, infatti, tutti i minori di ordine 2 dipendono da

A. Notiamo tuttavia che i minori
Al 1 1
2 2) ¢ 2 -

hanno determinanti che si annullano rispettivamente per A = 1 e per A = —2: essendo
numeri diversi, necessariamente rnkA > 2, infatti se A = —2 esiste un minore di ordine 2
invertibile e se A = 1 esiste un minore di ordine 2 invertibile (ovviamente se A # 1, —2 allora
rnkA > 2 in quanto entrambi i minori di sopra sono invertibili).

Per di piu, dato che A & quadrata, 1'unico orlato di un qualsiasi minore di ordine 2 &€ A
stesso: calcolando il determinante di A, possiamo stabilire il suo rango al variare di A € R:

Al 1
2 - 2 = 2 2
det |2 2 =\ zx\det( 9 )—det( )+det( 2) =
YN 1o A2 1= A 1= A A

=A2(1 =N +X) =20 =N +2A) F227 22 =X X220 —2= A - 1)\ + 12 +2)

dove il polinomio p(A) = A3 + A2 + 2 ha un solo zero reale (chiamiamolo «) in quanto la
derivata 3A% + 2\ si annulla per A = 0, —% , dunque la funzione polinomiale ha un minimo
locale per A = 0, la cui immagine & p(A =0) =2 > 0.

Dunque se A =1 0 A = @, allora il determinante di sopra si annulla (in quanto il polinomio
si annulla) e rnkA = 2, mentre se A € R — {0, a}, allora rnkA = 3.
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14 Esercitazione 21-12-2021

14.1 Esercizio 1

Siano W1, ..., W}, dei sottospazi vettoriali. Dimostra che le seguenti definizioni sono equiva-
lenti:

i) W1, ..., W sono in somma diretta
i) Vi=2,...k, W,n (W + ..., W,_1) = {0}

i) Vi=1,...k W; N (Wi + .. + Wi + ... + W) = {0}

Dimostrazione. Dimostriamo che i) = %), 1) = #ii) e che iii) = 1)

i) = 4i) : Staw € W; N (Wy + ...,W;_1). Per ipotesi Wy, ..., Wi sono in somma diret-
ta, quindi per la caratterizzazione vista a teoria, dati w; € W;, con ¢ = 1,..., k, si ha che
w1 + ... + wi = 0 se e solo se wy = ... = wr, = 0. Dato che w € (W7 + ..., W;_1), esistono
w1, ..., w;_1 tali che w = wy + ... + w;_1; ma ¢ vero anche che w € W;: possiamo riscrivere la
somma come segue wi + ... + wj—1 —w+ 0+ ... + 0 = 0 dove penso w come elemento di W,
il primo O come elemento di W; 1, fino all’'ultimo 0 elemento di Wj,. Ma allora per ipotesi
wy = ... = w;—1 = w =0 e in particolare w = 0, quindi W; N (W7 + ..., W;_1) = {0}.

i1) = 4i7) : Dalla ii) si ha che Wi N (W7 + ... + Wj_1) = {0}, ma dato che possiamo
permutare i sottospazi nella condizione i), si ha che vale per ogni i =1, ..., k.

iii) = 1) : Siano w; € W;, con i = 1,...,k, tali che wy + ... + wp = 0. possiamo ri-
scrivere la somma come: w; = —(wy + ... + w7+ ... + wg). Notiamo che a sinistra abbia-
mo un elemento di W;, mentre a destra un elemento di W; + ... —|—%+ ... + Wy: allora
w; € W; N (W + ... +Wf+ ... + W}), che pero per ipotesi contiene il solo 0: w; = 0. Dato
che la scelta di ¢ & arbitraria, si ha che 'implicazione vale per ogni i = 1, ..., k.

14.2 Esercizio 2

Sia V' = S5 lo spazio delle matrici simmetriche di ordine 2 su R. Definiamo I’endomorfismo
f: 8y — S5 come
a b _f(a—-b—-c —-a+b-c
f((b c)) o (—a+b—c a+b+30)

10 0 1 0 0
BZ{Al:(o 0)”42:(1 0)’A3:<0 1>}C52

una base di Sy (con a,b,c € R). Si calcoli il polinomio caratteristico della matrice M5 (f)
associata a f nelle basi B di partenza e B di arrivo, si trovi sp(f) e tutti gli oggetti relativi
alla teoria spettrale (molteplicita, autospazi...).

e sia

Soluzione: Per prima cosa troviamo la matrice associata all’endomorfismo nelle basi B e
B: troviamo le sue colonne con la procedura standard:

M((l) 8))]32[(—11 _11>}B:[A1—A2+A3]B= —11
[f(((l) (1)))]32[(11 D}B:[_A“LA?*'A:JB: ;
M(g ?))]B:Mj _31)}B=[—A1—A2+3A3}B= :;
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e dunque la matrice associata a f nelle basi B e B &

1 -1 -1
ME(H)=[-1 1 1
1 1 3

Per quanto visto a teoria il polinomio caratteristico di ME (f) (ng(f)) e

t—1
PME(f) =det(tls — ME(f)) =det | 1
-1
Sommando la prima riga alla seconda otteniamo
t—1 1 1 t—1
det 1 t—1 1 = det t
-1 -1 t-3 -1
e sottraendo alla seconda colonna la prima
t—1 1 1 t—1 2—t 1 .
det | t t 2 =det| t 0 2 = —(2—t)det (1
-1 -1 t—-3 -1 0 t-3

=—2-)tt—-3)+2)=(t—-2)(t* =3t +2) = (t —2)*(t - 1)

si ha cosi che py = PME(f) = (t —2)%(t — 1). Sappiamo dunque chi & lo spettro e chi sono le

molteplicita algebriche degli autovalori:

sp(f) = {t e R|(t = 2)*(t — 1) = 0} = {1,2}

Per di pitt ma(1, f) = 1 e ma(2, f) = 2. Per questioni teoriche si ha anche che mg(1, f)
dimVi(f) = 1 in quanto mg(\, f) < ma(A, f) (dove A & un autovalore), mentre 1

mg(2, f) < 2.

<

In particolare, chie V4 (f)? Vi(f) = Ker(idy—f) +» Ker(ME (idv—f)) = Ker(Is3—ME (f)):

studiamo dunque questo nucleo:

0 1 1 T
Ker(13—M§(f))=Ker( 1 0 1 ):{ y| eR?

-1 -1 -2 z

che si traduce nel sistema lineare

y+z2=0
rz+2=0
—zx—y—22=0

Notiamo che 'ultima equazione & combinazione lineare delle prime due (e ha senso in quanto
dimVi(f) = dimVi(ME(f)) = dimKer(I-3—MZE(f)) = 1 per quanto visto sopra e dunque

rnkME(f) = 2), quindi rimane

y+2=0
rz+2=0
le cui equazioni sono x = —z e y = —z, ovvero
* x
y| € Ker(Is — ME(f)) <
P Y
OVVero
-1 -1
Ker(Ig—Mg(f)):{z -1 zeR}:Span( -11)
1 1
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Siamo dunque giunti alla conclusione che

-1 -1
Vl(f)=[Ker(ly,—Mg(f))]Bl:Spa”([ -1 ] >=5pa"<<—i 11)>
1 B

a2 3 P=a(D )

-1 1

e in effetti & vero che

ovvero che la matrice ( ) € un autovettore di f relativo all’autovalore 1.

Cerchiamo ora V5(f), ovvero lautospazio relativo all’autovalore 2. Per quanto gia visto
Valf) = Ker(2idy — ) — Ker(MEQidy — f)) = Ker(2ls — ME(/)) = Va(ME(/)).
Studiamo dunque questo nucleo: dato che non conosciamo la molteplicita geometrica del-
I’autovalore 2, troviamo il rango della matrice 215 — M g( f), cosi da avere la dimensione
dell’immagine e poi del nucleo grazie alla formula delle dimensioni di nucleo e immagine:

1 1 1
rnk(2ls — ME(f))=mk|[ 1 1 1
-1 -1 -1

Notiamo che le 3 colonne sono uguali (e non nulle), quindi rnk(2I3 — ME(f)) = 1, da cui
segue che dimKer(2I3 — ME(f)) = dimVa(ME(f)) =3 —1 =2 (mg(2, f) = 2). Definendo
il nucleo:

x 1 1 1 x 0
Ker(QIgMg(f))—{ yleR¥} 1 1 1] -|y]=]|0 }
z -1 -1 -1 z 0
che si traduce nel sistema lineare
r+y+2z=0
z4+y+2=0
—zx—y—2=0
che si riduce banalmente a = + y + z = 0 e ricavando x: x = —y — z, ovvero
x
y| € Ker(2l; — ME(f)) <= 2= —y -2
z
ovvero
-y —z 1 —1
Ker(QIg—Mg(f))—{ Y y,zeR}—{y 1 +210 y,zeR}—
z 0 1
-1 -1
=Span(| 0 |, | 1 |)=Va(ME(f))
1 0

-1 -1 —1 -1
Si giunge cosi alla conclusione che Va(f) = [Ker(2I;—ME ()5 = Spom([ 0 1 , [ 1 ] )=
-1 1 -1 0 . AN
= Spcm(( 1 0) , ( 0 1)) e in effetti & vero che

(3 o)+ (@ D=3 o)+ (D))

ovvero che le matrici <_11 (1)> , <_01 (1)> sono due autovettori di f relativi all’autovalore 2.

Dato che dimV = 3, dimVi(f) = 1 e dimVa(f) = 2, si ha che V = Vi(f) & Va(f) e
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tramite I'isomorfismo di passaggio alle coordinate: R? = Vi (ME(f)) @ Va(ME(f)). Sia ora
B’ una base di V adattata alla somma diretta, ovvero

r={(5 )00 (D)

(notiamo che & una base di autovettori). Come determiniamo ME, (f)? Come sempre,

troviamo le colonne:
1
[ﬂ(_} f))] =[(_} f)] =(0
B B 0

0
(), -G, - ()
L 1B L 1B 0
r T r T 0
() RG] ()
L I L 1B 2
e dunque
1 00
ME(f)=10 2 0
0 0 2

che & una matrice diagonale (ovvero f & un endomorfismo diagonalizzabile).

14.3 Esercizio 3
Sia f € End(S2) (su R) definito da

a b —a+ 3b— 3¢ b
f((b c))_< b 3a—4b+5c>

la cui matrice associata nelle basi B di partenza e B di arrivo (la stessa base B dell’Esercizio
precedente) &

-1 3 -3
ME(H=[0 1 0
3 —4 5

Si calcoli il polinomio caratteristico della matrice M5 (f) associata a f nelle basi B di par-
tenza e B di arrivo, si trovi sp(f) e le molteplicita degli autovalori.

Soluzione: Avendo gia la matrice associata a f, possiamo trovare facilmente il suo polinomio
minimo. Si ha che

t+1 -3 3 t41 3
pp(t) =det(tls — ME(f))=| 0 t—-1 0 |=(t— 1)det< > =
3 4 t-5 3 t=5

=D+t =5)+9) = (t—1)(t* —4t+4) = (t - 1)(t — 2)*

Notiamo subito che il polinomio caratteristico di f & completamente fattorizzabile, dunque f
& triangolabile. Sappiamo cosi chi & sp(f): dalla teoria sp(f) = {A € R|ps(X) =0} = {1,2}.
Inoltre ma(l, f) = 1, da cui segue che mg(1, f) = 1 (dato che ma(X, f) > mg(X, f)) e
ma(2, f) = 2: vogliamo dunque trovare mg(2, f) (sappiamo solo che 1 < mg(2, f) < 2):
cerchiamo dimVa(f) = dimKer(2idy — f) = dimKer(ME (2idy — f)) = dimKer(2I3 —
ME(f)). Intanto troviamo esplicitamente la matrice 213 — ME(f):

I IA

3 -3 3
2I; - ME(f)=10 1 0
-3 4 -3
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il nucleo di questa matrice & per definizione

T 3 -3 3 T 0
Ker(2I; — ME(f)) = { yleR3 [0 1 0 y| =10 }
z -3 4 3 z 0
dove
3 -3 3 T 0
0 1 0 yl=10
-3 4 -3 z 0

si traduce nel sistema lineare

3r—3y+32=0
y=0
—3x+4y—32=0

Anche in questo caso le tre equazioni sono linearmente dipendenti: la terza dipende dalla

prima (tramite la seconda). In particolare le equazioni sono x = —z, y = 0. Quindi
T 3 -3 3 T 0 z
Ker(zfg—Mg(f)):{ yleR* 0o 1 o0 |y]=[0 }:{ y| eR?| z=—2 y:O}
z -3 4 -3 z 0 z
—1
z{z 0 6R3zeR = Span( 0
1 1
e dunque mg(2, f) = dimVa(f) = dimKer(2I3 — ME(f)) = 1.

Osservazione: Notiamo che la matrice M di questo esercizio e la matrice dell’esercizio prece-
dente NON sono simili, in quanto la molteplicita geometrica dell’autovalore 2 non ¢ la stessa
(per il resto avevano cose uguali: cui spettro, polinomio caratteristico, molteplicita algebri-
che): infatti sia le molteplicita che il polinomio caratteristico sono invarianti per la relazioni
di coniugazione (e similitudine), anche se non sono completi, ovvero: endomorfismi coniugati
hanno stesso polinomio caratteristico, spettro etc... ma non ¢ vero il contrario. Tuttavia
abbiamo visto che i due endomorfismi NON hanno le stesse molteplicita geometriche per
tutti gli autovalori dello spettro e dunque non possono essere simili.

14.4 Esercizio 4

Sia A, € M(3,R) definita da
a a+1 a’>+1
0 a? a® -1
0 0 3a —2

dove a varia in R. Studiare la diagonalizzabilita di A, al variare del parametro.

Soluzione: Dato che la matrice & triangolare superiore & immediato trovare il suo poli-
nomio, infatti gli autovalori sono gli elementi sulla diagonale e il polinomio caratteristico e
pa,(t) = (t—a)(t—a?)(t+2—3a). Ricordiamo che una matrice ¢ diagonalizzabile se e solo se
il suo polinomio caratteristico € completamente fattorizzabile e le molteplicita geometriche
degli autovalori sono uguali alle molteplicita algebriche degli stessi. Notiamo che il polino-
mio & completamente fattorizzabile (e questo & ovvio in quanto la matrice & triangolare).
Dobbiamo allora ridurci a studiare le molteplicita degli autovalori.

Facciamo caso a una cosa: i tre autovalori, dipendendo da a, non sono necebbariamente di-
stinti! Dunque, per scrivere lo spettro di A, non possiamo scrivere sp(4,) = {a,a?,3a — 2}
in quanto cosi vorremmo dire che i tre autovalori sono distinti. Per correttezza scriviamo
sp(A,) = {a} U {a®} U {3a — 2}. Per stabilire dunque spettro e molteplicita algebriche stu-
diamo i casi in cui i tre autovalori sono uguali e quelli in cui sono distinti.

Partiamo studiando il caso piu semplice, ovvero quello in cui a # a? # 3a — 2: notiamo

che a # a® # 3a — 2 se e solo se a # 0, 1,2 (infatti se a = 0, allora a = a?, se a = 1, allora
a=a?=3a—2esea=2 allora3a—2 = a?). In questo caso le molteplicita algebriche degli
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autovalori sono uguali a 1 e dunque, dato che ma(\, A) > mg(\, A), si ha che anche le molte-
plicita geometriche dei tre autovalori sono uguali a 1, ovvero la matrice A, & diagonalizzabile.

a =1: Se a =1, allora per quanto gia detto sopra, a = a®> = 3a — 2 = 1 e dunque
il polinomio caratteristico & pa, (t) = (¢t — 1)3. Si ha cosi che ma(1, A;) = 3. Dobbiamo
trovare allora mg(1, A1) = dimVi(A;) = dimKer(Is — Ay), per farlo troviamo il rango di
I3 — Ay, e poi con la formula di nucleo e immagine troviamo la dimensione del suo nucleo:

0 -2 -2
L—A=[0 0 o0
0 0 0

dato che le ultime due righe sono composte di soli 0 e la prima ¢ non nulla, si ha che
rnk(I3 — A1) = 1 e dunque mg(1, A1) = dimV;(A;) = 3 — 1 = 2. Dato che le molteplicita
geometriche e algebriche dell’autovalore 1 (che ¢ 'unico autovalore presente) non coincidono,
la matrice A1 non & diagonalizzabile.

a=2: Sea=2, allora per quanto gia detto a? = 3a — 2 = 4 e dunque il polinomio carat-
teristico & pa,(t) = (t — 2)(t — 4)%. Ovviamente ma(2, Ay) = 1 implica che mg(2, A3) = 1,
mentre ma(4, As) = 2. Ci resta dunque da verificare se mg(4, A3) = dimKer(4I3 — A3) =1
o 2. Come prima, troviamo il rango di 415 — As, e poi con la formula di nucleo e immagine
troviamo la dimensione del suo nucleo:

2 -3 =5
4I3 - Ay=10 0 =3
0 0 O

dato che questa matrice & gia a scalini e ha 2 pivot, si ha che rnk(4I5 — As) = 2, che implica
dimKer(4I3 — As) = mg(4, A3) = 1 e visto che ma(4, As) = 2 le due molteplicith non
coincidono e la matrice As non ¢ diagonalizzabile.

a=0: Sea =0, allora per quanto gia detto sopra, a = a®> = 0 e dunque il polinomio
caratteristico & pa, (t) = (t+2)t2. Ovviamente ma(—2, Ag) = 1 implica che mg(—2, Ag) = 1,
mentre ma(0, Ag) = 2. Ci resta dunque da verificare se mg(0, Ag) = dimKer(Ag) =1 o 2.
Come prima, troviamo il rango di Ay, e poi con la formula di nucleo e immagine troviamo
la dimensione del suo nucleo:

01 1
Ao l0 0 -1
00 -2

si vede subito che rmkAg = 2, infatti ha una colonna nulla e le altre due non sono 'una
multipla dell’altra. Dunque dimKer(Ag) = dimVy(A4g) = mg(0, Ag) = 3 — 2 = 1: dato che
ma(0, Ag) # mg(0, Ag), Ap non & diagonalizzabile.

14.5 Esercizio 5

Sia f € EndV diagonalizzabile. Dimostra che f* ¢ diagonalizzabile Yk € N. Dimostra
inoltre che se f € GL(V), allora anche f~! & diagonalizzabile.

Dimostrazione. Per definizione di endomorfismo diagonalizzabile, sappiamo che esiste una
base di V' di autovettori per f: B = {vy,...,v,} CV con vy, ..., v, autovettori di f, ovvero
f(v;) = A\v; con A; € Kperi = 1,...,n. La matrice associata a f in questa base & ovviamente
diagonale e ha la forma

A O 0

5 0 A 0
Mg(D=1|. . .. .
0 0 ... A

Determiniamo f*(v;): f*(v;) = f*=1(f(vs)) = fF=1(\ivi) = A fF~1(v;) e reiterando f*(v;) =
Mv;. Quindi v; autovettore di f == v; autovettore di f* e dunque B, che & una base di
V di autovettori per f, & anche una base di V di autovettori per f* e dunque f* & dia-
gonalizzabile in quanto esiste una base di V formata da autovettori di f* e per di pin
sp(f*) = {AF} U ... U {A\E}. A livello matriciale si puod invece notare che, dato che se si

113



prende la stessa base in partenza e in arrivo abbiamo un isomorfismo di anelli da End(V)
in M(n,K), si ha ME(f*) = (ME(f))* e dato che ME(f) & diagonale, anche le sue potenze

lo sono e in particolare

Moo
0 X ... 0
(ME(E=|. = ..
0 0 ... Ak

n

e quindi esiste una base B di V tale per cui ME(f*) ¢ diagonale.

Se invece f € GL(V), allora da f(v;) = A;v;, si ottiene subito che f~!(v;) = 3 (nota che
affinché f sia invertibile € necessario che tutti i suoi autovalori siano diversi da 0) e dunque
ogni v; & un autovettore anche per f~! e cosi B C V ¢ una base di V composta di autovettori

per f~1 e dunque f~! & diagonalizzabile; per di pitt sp(f~!) = {/\—11} U..u {ﬁ}

14.6 Esercizio 6
Sia A € M(n,R) una matrice diagonalizzabile tale che A* = I,,. Dimostra che A? = I,,.

Dimostrazione. Per ipotesi, A ¢ diagonalizzabile, quindi esiste una matrice P € GL(n,R)
tale che P- A-P~1 = D con D matrice diagonale (P ¢ una matrice di cambio di base e dato
che A ¢ diagonalizzabile, posso renderla diagonale con una cambio di base). Valutiamo D*:
D= (P AP Y =P AP LPAPLPAPLPAP =P AP =PI, P =1,
Dato che D e diagonale, avra la forma seguente:

A0 ..o 0
0 X ... O
D=1. . . )
0 0 ... X

e allora, per quanto detto nell’Esercizio precedente, D* &

A0 0 10 ... 0
\ 0 A ... 0 0 1 0
D=1 . . =1

0 0 ... M 00 ... 1

n

ovvero Vi = 1,...,n si ha che A} = 1. Ma la matrice ¢ definita su R e i \; sono le radice
quarte reali dell’'unita, ovvero \; = 1, —1. Ma & vero allora che \? =1 Vi = 1,...,n e quindi

A0 ... 0 1 0 ... 0

0 X ... 0 0 1 0
D2: . . . . = :In

0 0 ... X 00 ... 1

maD?=P-A-P'.P.-A-P'=P-A%?. P71 da cui ricaviamo che A2 = P~1.D?. P =
Pl.I,.P=1,

14.7 Esercizio 7

Sia f € End(v) tale che Vv € V — {0}, v & u autovettore di f. Dimostra che f € Span(idy).

Dimostrazione. Per ipotesi, se B = {v1,...,c,} & una base di V (arbitraria), allora & una
base di autovettori per f e dunque f e diagonalizzabile; in particolare

A 0 ... 0
5 0 X ... O
Mg =|. T
0 0 ... A\
con A\; € K. Se riusciamo a dimostrare che A\; = ... = )\, = « abbiamo finito in quanto

ME(f) sarebbe un multiplo di I,, e dunque per questioni teoriche sarebbe la matrice asso-
ciata a Aidy . Consideriamo allora il vettore v = vy +v;: esso & diverso da 0 in quanto vy e v;
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sono linearmente indipendenti (stanno in B) ed ¢ un vettore di V' e quindi per ipotesi & un au-
tovettore di f: Iu € K tale che f(v) = puv = p(vy +v;) = pv1 + pw;. Ma f & un’applicazione
lineare e sia v; che v; sono autovettori, quindi f(v) = f(v1+v;) = f(v1)+f(v;) = Avr+Avs,
quindi pvy + pv; = A\jv1 + Av;, da cui segue necessariamente \; = p = \; per lindipen-
denza lineare di v; e v; (questo segue dal fatto che se v e v; sono linearmente indipendenti
allora un vettore = nel loro Span si scrive in modo unico come loro combinazione lineare).
Reiterando il procedimento con tutti gli autovettori, otteniamo \y = ... = A, (= « per
semplicitd), ovvero

a 0 ... 0

5 0 « 0
Mg (f) = .

0 O le}

14.8 Esercizio 8

Nell’Esercizio 2 dell’esercitazione 07-12-2021 avevamo dimostrato che il centro di M (n,K) &
Span(I,): proponiamo una dimostrazione alternativa sfruttando la teoria spettrale.

Sia A € M(n,K) tale che A-B = B- A VB € M(n,K). Per quanto visto a lezione, se
due matrici quadrate commutano, allora gli autospazi dell’una sono invarianti per ’altra
(ovvero V5 (A) & B-invariante e viceversa). Vogliamo dunque costruire una B opportuna e
lavorare su questa. Dato che la proprieta vale per tutte le matrici B € M(n,K), possiamo
prendere una B particolare. Fissiamo v € K" diverso dal vettore nullo e completiamo I’'in-
sieme {v} a base di K": D = {v,vs,...,v,} e definiamo la matrice B su questa base in modo
che Span(v) sia un autospazio di B (definire una matrice su una base equivale a definire I’en-
domorfismo associato a B sulla stessa base, che & unico). Ad esempio possiamo fare quanto
segue: v — vewv; — 0Vi=2,..,n (questo perché B-v = v implica che v & un autovettore di
B e quindi V4 (B) D Span(v); per evitare poi che ci sia la possibilita che ’autospazio non sia
solo span(v), mandiamo tutti gli altri, che sono non nulli, in 0: cosi gli altri sono autovet-
tori, ma con un autovalore diverso). Da qui segue che Vy(B) = KerB = Span(va, ...,v,) €
dimVy(B) = n—1; mentre V1 (B) non puo essere pitt grande di Span(v) in quanto dimV =n
e B ha giad un autospazio di dimensione n — 1 (V5(B)), quindi un altro suo autospazio ha

necessariamente dimensione 1 e quindi V4 (B) = Span(v). Si ha anche che
1 0 0
b 0 0 ... 0
Mp(Lp)=|. . . . |=En
00 ... 0

Questo autospazio ¢ A-invariante: A -v = v con MK, ovvero tutti i vettori non nulli sono
autovettori per A e quindi, per quanto visto nell’Esercizio precedente, A = A\I,,.

14.9 Esercizio 9
Sia A € M(4,R) definita da

2 0 1 -2
1 -2 2 1

A4=10 2 2
2 0 -1 2

determinare il polinomio caratteristico di A. Determinare inoltre se la matrice & triangola-
bile e in caso positivo trovare una base B che triangola A.

Soluzione: Per determinare il polinomio caratteristico di A dobbiamo trovare det(tly — A),
che ¢

t+2 0 —1 2
B 1 t+2 -2 -1 | _
det(tly — A) = det 0 9 t_9 0 —
-2 0 1 t—2



t+2 -1 2 t+2 0 2
=2(-1)%det [ =1 -2 -1 |+t —2)(-1)*Pdet | -1 t+2 -1 | =
-2 1 t-2 -2 0 t-2

= 2[(t +2)(5—2t) —t —10] + (t — 2)(t + 2)[(t + 2)(t — 2) + 4] = *

e dunque pa(t) = t1. 1l polinomio & dunque completamente fattorizzabile in R (lo & in realta
su qualsiasi campo K, sia finito che non): per questioni teoriche A & triangolabile.
Cerchiamo ora chi ¢ esplicitamente Vp(A) = KerA:

T -2 0 1 -2 T 0

|y 1 =2 2 1 y| (o
K”A_{ L €K 0 -2 2 0 =1 = 1o
¢ 2 0 -1 2 t 0

che si traduce nel sistema lineare

—2x+2—-2t=0
r—2y+224+41t=0
—2y+22=0

20 —z+2t=0

Notiamo che la quarta equazione e la prima sono equivalenti: una delle due ¢ superflua,
possiamo dunque toglierla dal sistema, riducendolo a

r—2y+2241t=0

—2y+22=0
20 —z+2t=0
le cui soluzioni sono z =y =0, x = —t, ovvero
1 1
0 4 0
KerA=<zx 0| € R* |z € Ry = Span( 0 ) = Span(vy)
-1 -1

Dunque il vettore v; & un autovettore per A ed e "perfetto” per fare una base che triangola
A. Sia dunque B = {v1,e1,e2,e3} una base di R? (fatta a caso) il cui primo vettore & v;.
Notiamo che la prima colonna della matrice M5 (L4) associata ad A in questa base ¢

[A-U1]B = [O}B =0

ovvero ¢ la colonna fatti di soli zeri. Sia allora W; = Span(ey,es,e3), si ha che R* =
Span(v1) @ Wi. Se troviamo esplicitamente la matrice associata nella base B si ottiene

0o -2 0 1
0 0 0 0
o 0 -2 2

Per questioni teoriche, se chiamiamo C' = {ej1, e, e3}, si ha che la matrice

0 0 O
1 -2 2
0 -2 2

e Mg (pw, o w, ), dove con pyy, o f| w, indichiamo I'endomorfismo da W in sé stesso che pren-
de un vettore w € W1 = Span(er, ez, €3) e gli associa w — (pw, o fi,, )(w) = pw, (f}, (W)
e chiamando u = (f},,, (w)), con u € R* = Span(vy) ® Wi (e quindi esistono A € Re z € W,
tali che u = vy + ), si ha che pw, (f},,, (w)) = pw, (v) = pw, (A\v1 + ) = z, dove pw, &
quindi la proiezione di u su Wj.

Vogliamo trovare il polinomio caratteristico di M& (pw, o | w, )i sappiamo che pyz () (t) =
pa(t) = t* (per invarianza) e dato che ME(La) & a blocchi, il polinomio caratteristico
lo possiamo pensare come al prodotto tra il polinomio caratteristico di Mg (pw, © f|W1)
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e quello di (0): dato che p()(t) = ¢, si ha necessariamente che pyc (., ) = t3, che

of‘W1
& completamente fattorizzabile e dunque Mg (pw, © f‘Wl) & triangolabile (se triangoliamo
ME (pw, o flw, )s triangoliamo anche A). Di nuovo, troviamo Ker(M§ (pw, o fiw,)) (d'ora

in avanti chiameremo Mg (pw, © fi,,, ) = T):

x 0 0 O T 0
KerT:{ yleR3| [1 -2 2 yl=10 }
z 0 -2 2 z 0
che si traduce nel sistema
r—2y+22=0
—2y+22=0
che ha per soluzione z = 0, y = z, , ovvero
0 0
KerT = {y 1| eR®|yc R} = Span(|1]) = Span(vs)
1 1

Dunque il vettore vo & un autovettore per T ed & ”perfetto” per fare una base che triangola
T. Ma a noi serve un vettore che triangola A, che deve appartenere a R*, mentre vy € R3:
ma v rappresenta le coordinate in base C' del vettore:

[’Ug]al =0e1 + les + leg =

O = = O

(ricordando che e1, ez, e3 sono vettori di R*). Sia dunque B’ = {vy, [va]5', 1, €2} una nuova
base di R*: la matrice associata a L 4 nella base B’ &

01 -2 1

) 00 0 -2
Mg (La)=1g o o o0
00 1 0

Sia allora Wy = Span(e1, e3), si ha che R* = Span(vy, [’Ug]al) @® Ws. Per questioni teoriche,
se chiamiamo D = {e1, ez}, si ha che la matrice

0 0

10
& ME (pw, o f\w2)v dove con py, o f|W2 indichiamo I’endomorfismo da W5 in sé stesso che
prende un vettore w € Wy = Span(ey, e3) e gli associa w — (pyy, o Fiw, (w) = pws, (f|W2 (w))
e chiamando u = (f},,, (w)), conu € R* = Span(vy, [v2]5')®W2 (e quindi esistono A, € Re
x € Wy tali che u = Avi +pva +x), si ha che pw, (f|,,, (W) = pw, (v) = pw, (Av1 +pv2+2) =
x, dove py, € quindi la proiezione di u su Wa.
Vogliamo trovare il polinomio caratteristico di M5 (py, o 1 W ): sappiamo che p MB (L 4) (t) =
pa(t) = t* (per invarianza) e dato che ME (L) ¢ a blocchi, il polinomio caratteristico lo
possiamo pensare come al prodotto tra il polinomio caratteristico di M B (pws 0 f] w2) e quello

della matrice
0 1
(0 0)-5

Dato che pg(t) = 2, si ha necessariamente che p M2 (pw, y = t2, che & completamente fat-

°flw,
torizzabile e dunque ME (pw, o f| w, ) € triangolabile (se triangoliamo M B (pw, o f| w, ), trian-
goliamo anche A). Di nuovo, troviamo Ker(MZE (pw, o fiw,)) (d’ora in avanti chiameremo

MB (pw, © fi,) = L)
wer={ (D) e | (18) ()-()}
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che si traduce nell’equazione = = 0, ovvero

KerL = {y <(1)) € R?

Dunque il vettore v3 & un autovettore per L ed e ”perfetto” per fare una base che triangola
L. Ma a noi serve un vettore che triangola A, che deve appartenere a R*, mentre v3 € R:
ma v rappresenta le coordinate in base D del vettore:

y € R} — span(G)) — Span(vs)

[Ug]l_jl = 061 + 162 =

o O = O

(ricordando che ey, e; sono vettori di R*). Sia ora B” = {v1, [v2]g', [vs]p', €1} una nuova
base per R*, la matrice A nelle basi B” di partenza e arrivo &

01 0 -2

" 00 -2 0
Mg (La)= 10 o o o
00 0 1

che € una matrice triangolare superiore: siamo cosi giunti alla conclusione che

1 0\ /o0\ /1

. o 1] (1] (o

B_{O’l’O’O}
-1 \o/ \o/ \o

¢ una base di R?* che triangola A.
Osservazione: La scelta del quarto vettore della base ¢ casuale (con la restrizione di non

appartenenza a Span(vi, [v2]g', [vs]5')): infatti qualsiasi vettore si scelga, la matrice &
triangolare.
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15 Esercitazione 07-03-2022

15.1 Esercizio 1
Sia A € M(3,R) una matrice definita da

1

2
A= 10
1

o = O

0
si calcoli il polinomio minimo di A; si trovino in seguito gli autovalori di A e se ne discuta
la diagonalizzabilita.

Soluzione: Proponiamo in quest’Esercizio un metodo di calcolo del polinomio minimo di
un endomorfismo/matrice quadrata: il metodo delle potenze. Dato che per il teorema di
Hamilton-Cayley il polinomio minimo di un endomorfismo divide il polinomio caratteristi-
co dello stesso, nel nostro caso il polinomio minimo non potra avere grado superiore a 3.
Notiamo quindi che se calcoliamo le potenze di A fino al cubo, otterremo sicuramente una
relazione di dipendenza lineare tra Is, A, A%, A3, in quanto, tale relazione nient’altri ¢ se
non 'immagine della valutazione su A del polinomio caratteristico. Come possiamo dunque
calcolare il polinomio minimo? Basta calcolare le potenze di A fino al massimo alla terza, e,
volta per volta, verificare se la potenza di grado massimo calcolata sta o meno nello Span
delle precedenti. Procediamo dunque come segue:

1 00 1 20
A=L=(0 1 0], A=|-1 0 1
0 0 1 0 10

Notiamo che A ¢ Span(I3) e dunque il polinomio minimo non & della forma pa(t) =t — «
(o € R): possiamo andare avanti con il calcolo delle potenze:

1 2 0 1 2 0 -1 2 2
A2=(-1 0 1 -1 0 1]=[-1 -1 0
0 10 0 10 -1 0 1

Cerchiamo di capire se A% & o meno combinazione lineare di A e I3: siano o, 3 € R e sia
als + fA una combinazione lineare di elementi di {I3, A}: vogliamo verificare se questa
combinazione genera o meno A2: scritta con i coefficienti la combinazione lineare diventa:

10 0 1 20 at+B 28 0
al0 1 0)J+81-1 0 1] = -8 a f
0 0 1 0 10 0 8 «

Notiamo subito che una qualsiasi combinazione lineare di I3 e A ha uno zero nella posizione
3,1, mentre A2 in quella posizione ha un -1. Dunque A% ¢ Span(I3, A) e dunque il polinomio
minimo di A non & della forma pa(t) = t2 + A1t + A2 (con A1, A2 € R). Procediamo allora
con la terza potenza di A:

-1 2 2 1 2 0 -3 0 2
A=A A=|-1 -1 0 -1 0 1]l=[0 -2 -1
-1 0 1 0 1 0 -1 -1 0

Controlliamo dunque che ci sia una relazione di dipendenza lineare tra I3, A, A%, A% (& sicuro
che ci sia!): siano a, 3,7 € R e sia als + SA + yA? una combinazione lineare di elementi di
{I5, A, A%}: vogliamo verificare che questa combinazione genera A3: scritta con i coefficienti
la combinazione lineare diventa:

1 00 1 20 -1 2 2 a+B—v 242y 2y
al0 1 O|+8-1 0 1|+y|(-1 -1 0= -B—7 o — B
0 0 1 0 1 0 -1 0 1 —y B o4y
Cerchiamo allora la soluzione dell’'uguaglianza matriciale
a+B8—v 28+2y 2y -3 0 2
—y B o+ -1 -1 0
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che si traduce in

at+pf—vy=-3
26+2y=0
2y =2
—B-7=0
a—y=-2
B=-1
—y=-1
g=-1
a+v=0

Notiamo che la soluzione a = —1, § = —1 e v = 1 soddisfa tutte le 9 equazioni e quindi la
relazione di dipendenza lineare tra le 4 matrici e

A= [ — A+ A2 —= A3 - A+ A+ 13=0

Ma allora il polinomio
qt) =t* — > +t+1

¢ il polinomio di grado minimo che, quando valutato in A, da ’endomorfismo nullo, ovvero
e il polinomio minimo di A:
pat) =t —t* +t4+1

Questa ¢ una procedura standard per calcolare il polinomio minimo di una matrice quadrata.
Notiamo inoltre che essendo il polinomio minimo di grado 3 e dividendo esso il polinomio
caratteristico (che ha anch’esso grado 3), dato che sono entrambi monici, per questioni
teoriche essi sono uguali: proviamolo empiricamente

t—1 -2 0
pa(t) = det(tls — A) =det [ 1 t -1 :det(tll _01)—1—tdet<t11 f):

=—(t—-1)+ttt—-1)+2] =t —t*+t+1

Questo ci dice anche che L 4 ¢ un endomorfismo ciclico.

Per quanto riguarda gli autovalori di A, dobbiamo trovare le radici del polinomio caratte-
ristico di A. Notiamo in primo luogo che la derivata di pa(t) & p/y(t) = 3t — 2t + 1 che &
un polinomio la cui immagine & sempre positiva, in quanto non ha radici reali: ma allora
py(t) > 0Vt € R e dunque p4(t) & crescente su tutto il suo dominio: da qui segue che
pa(t) possiede una sola radice reale e dunque A non & diagonalizzabile, in quanto il suo
polinomio caratteristico non & completamente fattorizzabile. Troviamo la sua unica radice,
ovvero I'unico autovalore reale di A: per la formula di Cardano si ha che

gLyl 1T 289 08 o A7 fo89 8 1 o) 17 [ o) 17 [11
3 27 729 729 27 7290 729 3 27 27 27 27

e l'unica radice reale di p4(t) e dunque 1'unico autovalore di A.

15.2 Esercizio 2
Sia A € M(5,R) definita da

100 0 -1
010 -1 0
A=|0 0 1 0 O
01 0 1 0
1 0 0 O 1

si calcoli il polinomio minimo di A sapendo che p(t) = t° — 3t* + 5t — 5t2 + 4t — 2 € I(A).

Soluzione: Proponiamo qui un altro metodo per il calcolo del polinomio minimo di una
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matrice, che passa attraverso il fatto visto a lezione che il polinomio minimo divide ogni po-

linomio di I(A) (e in particolare i fattori irriducibili di A stanno nei fattori irriducibili di ogni

polinomio dell’ideale). Scomponiamo dunque il polinomio p(t) = 5 — 3t* 4+ 5¢3 — 5¢2 + 4t — 2:
p(t) =17 —3t* 4563 — 512 44t — 2 = (t — 1)(t* + 1) (t* — 2t + 2)

Dato che p(t) € I(A), sappiamo che p4(t)|p(t), ovvero che i possibili valori di p4(t) sono:

cpa(t) =t—1

cuat) =12 +1

cuat) =t -2t 42

cpuat) =t -1t =2t +2)

pa(t) = (-1 +1)

cpalt) =4+ 1)(t2 -2t +2)
cpalt) = (=12 +1)(t* — 2t +2)

Analizziamo caso per caso:

- pa(t) =t —1: se il polinomio minimo fosse pa(t) =t — 1, allora si avrebbe che p4(A) =
A — Is = 0, tuttavia cio non & vero in quanto A # I e dunque pua(t) #t — 1.

- ua(t) = t2 + 1: Calcoliamo esplicitamente A% e verifichiamo se A% + I5 = 0:

100 0 -1 000 0 -2
010 -1 0 000 —2 0
A2=A-A=10 0 1 0 0 001 0 O
01 0 1 0 02 0 O 0
1 0 0 O 1 2 00 O 0
Notiamo subito che A% + I5 # 0 e dunque pa(t) # t? + 1.
- pua(t) =t — 2t + 2: Verifichiamo se A% — 24 + 215 = 0:
000 0 =2 100 0 -1 100 00
000 -2 0 01 0 -1 0 01 000
A*—2A+42I;=]0 0 1 0 O |-2[f0 0 1 0 o0 f+2]/0 01 0 0=
020 0 O 010 1 O 00010
2 00 O 0 1 0 0 O 1 0 0 0 01
000 00O 000 0O
000 00O 000 00O
=0 0 1 0 0f[#]0 0 0 0 O
000 0O 0 00 0 O
000 00O 0 00 0O

e quindi pa(t) # t2 — 2t + 2.

cuat) = (t = 1)(#* + 1): verifichiamo se (A — I5)(A% + I5) = 0 (N.B. M(n,K) non &
un dominio, quindi, anche se abbiamo verificato che A — I5 # 0 e che A% + I5 # 0, non
possiamo affermare che il loro prodotto sia non nullo a causa della presenza dei divisori di

000 0 -1 100 0 =2
000 -1 0 010 -2 0
(A-I5)(A*+1;)=]0 0 0 0 O 002 0 0]=
010 0 0 020 1 0
100 0 0 200 0 1
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-2 0 0 0 -1 00 0 0O
0 -2 0 -1 O 00 0 0O

=10 0 0 O O0]#]0 0 00O
0 1 0 -2 0 0 0 0 0O
1 0 0 0 =2 00 0 0O
2

e quindi pa(t) # (t—1)(t* 4+ 1).

< pa(t) = (t —1)(t? — 2t + 2): dobbiamo verificare se (A — I5)(A? + —2A + 2I5) = 0:

000 0 -1\ /0000 O 00000
000 -1 ofoo0o0o0o0 00000
(A-I;)(A%+—24+2I;)=[0 0 0 0 o0 [-]0o 0 1 0 of=]0 0 0 0 0O
010 0 oflooooo 00000
100 0 0/ \0oo0oo0oO0oO 00000

dunque p4(t) = (t — 1)(t? — 2t + 2) & il polinomio minimo di A.
15.3 Esercizio 3

Sia A € M(3,R) una matrice definita da

1
A=10
-1

o N O
—_O

determinare p4(t) utilizzando i polinomi minimi relativi di un insieme di generatori.

Soluzione: Per calcolare il polinomio minimo di un endomorfismo tramite i polinomi mi-
nimi relativi, scegliamo (arbitrariamente) una base di R3: per semplicitd consideriamo
Cangs = {e1, ea,e3}. Cerchiamo dunque i polinomi minimi relativi dei 3 generatori:

- e1: Cerchiamo le immagini tramite le potenze di A di e;:

1
LA(el):A-elz 0 = €1 — €3
-1

Notiamo che e; e L4(e1) sono linearmente indipendenti e quindi dobbiamo andare avanti

1 1 0
Li‘(el) = A2-€1 = A(Ael) = A~(el—63) = A-el—A-eg = 0 —10 = 0 = —263
—1 1 -2

Ci chiediamo ora se questi risultati sono tra di loro linearmente indipendenti oppure no:
chiediamoci se esistono «, 3 € R tali per cui

ae + BLa(er) = L% (er)
che equivale a risolvere
aer + B(e1 — e3) = (a+ Bler — Bez = —2es
che effettivamente ha soluzione 8 = 2 @ = —2, ovvero
—2e1 + 2L (e1) = LA (e1) = L% (e1) — 2L a(e1) + 2e;

Ma allora il polinomio
pae, (t) =12 —2t+2

e il polinomio minimo di A relativo a eq, in quanto pa.e, (A)(e1) = 0.
- e9: Cerchiamo le immagini tramite le potenze di A di es:

0
LA(eg)ZA'egz 2 2262
0
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Notiamo che L4(e2) e e3 non sono linearmente indipendenti, in quanto

1
§LA(€2) =e

Ma allora il polinomio p(t) = ¢t — 2 si annulla quando viene valutato in A e poi in ey, ovvero
p(A)(e2) =0 e quindi ¢ il polinomio minimo di A relativo a es, ovvero

PAe, =1 —2

Adesso non c¢’¢ bisogno di trovare il polinomio minimo di A relativo a ez, in quanto il
polinomio minimo di A &€ 'mem tra i polinomi minimi di A relativi a e1,es e ez, ma ha
grado al massimo 3. Dato che f14,¢, € tta,e, sono coprimi e il loro mem ha grado 3, si ha che

mem(pa e, (0, s (1) = pa(t) = (¢ — 2)( — 2t +2)

(Se avessimo cercato pa ., avremmo ovviamente trovato lo stesso risultato, ma ci siamo
risparmiati un passaggio!)

15.4 Esercizio 4

Sia V un Q-spazio vettoriale con dimV = 3. Si costruisca, o si dimostri che non esiste, una
f € T(V) tale che valgano tutte le seguenti:

i) f ¢ D(V).

ii) dimKer(f — 2idy)? = 2.

iii) AW C V f-invariante, con dimW =2 e W # Ker(f — 2idy)?.
iv) Esiste un autovettore v € V. — W.

Soluzione: Notiamo subito che dal punto i) ma(2, f) # 0: infatti, se ma(2, f) = 0, al-
lora si avrebbe che mg(2, f) = 0 ovvero che dimKer(f — 2idy) = 0 = f — 2idy sarebbe
iniettiva, ma dato che la composizione di applicazioni iniettive ¢ iniettiva a sua volta, si
avrebbe (f — 2idy)? iniettiva, ovvero che dimKer(f — 2idy)? = 0, in contraddizione a
quanto detto nell’ipotesi. Quindi, dato che dimV = 3, i possibili valori di ma(2, f) sono:
ma(2, f) € {1,2,3}.

Per il punto #ii) esiste un sottospazio W f-invariante di dimensione 2: intersechiamo W con
Ker(f —2idy)? (che si ricorda essere f-invariante in quanto f — 2idy commuta con f): dato
che W # Ker(f — 2idy)? per ipotesi, per quanto visto nell’Esercizio 6 dell’esercitazione del
12/11/2021 si deve avere che dim(W N Ker(f — 2idy)?) = 1 e quindi 30’ € V tale per cui
W N Ker(f — 2idy)? = Span(v'): per di pin, dato che Span(v’) & un’intersezione di spazi
f-invarianti, esso ¢ f-invariante e quindi f(Span(v’)) C Span(v') = f(v') € Span(v') =
f(") = A’ per un qualche A € Q, ovvero v’ & un autovettore per f. Ma quanto vale A?
Dato che (f —2idy )%(v') = 0 (in quanto v’ € WNKer(f —2idy)? e quindi a maggior ragione
v' € Ker(f — 2idy)?) si ha che

(f = 2idy)2(v') = (f — 2idy)((f — 2idy)(v))) = (f — 2idy ) (A — 2)0) = (A= 2)%' =0

e poiché Q & un campo e v’ # 0, per annullamento del prodotto si deve avere che A —2 =0
ovvero A = 2, e quindi in particolare v’ & un autovettore relativo all’autovalore 2.

L’idea adesso & quella di completare {v'} a base di W (basta aggiungere un vettore w ¢
Span(v')): si ha che {v/,w} & una base di W. Ma per il punto iv) esiste un autovettore
v € V. — W e dunque l'insieme B = {v’,w,v} genera V in quanto v’ e w sono linearmente
indipendenti (in quanto base di W) e v ¢ W = Span(v’, w) e, per questioni dimensionali, &
una base di V. Rispetto a questa base, la matrice associata a f € necessariamente

2
ME(f)=|0
0

S @R

0
0
v

Infatti, W e f-invariante e dunque la sua immagine € rappresentata completamente dal
quadrato 2 x 2 in alto a sinistra (si pensi alla restrizione f|, : W — W) e, poiché v ¢ un
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autovettore si ha che f(v) = v per qualche v € Q. Possiamo allora calcolare il polinomio
caratteristico di f: essendo ME(f) triangolare superiore si ha che

pr(t) = (t=2)(t = B)(t =)

Ma per il punto i) f ¢ D(V) quindi 2, 3,7 NON possono essere tutti distinti. Assumiamo
dunque che almeno due tra (3,7, 2 siano uguali:

- B =~ =2 = in questo caso ma(2, f) = 3 e la matrice che rappresenta f nella base
B sarebbe

ME(f) = A=

SO O N
[ \Clge)
N OO

Vediamo se le altre condizioni sono rispettate:

0
A—2;= [0
0

o oR

0
0] = (A—213)2 =
0

o O O

0 0
0 0
0 0

ovvero dimKer(A — 213)? = 3 in contraddizione al punto ii). Quindi non possono essere
tutti uguali.

- B =~ # 2 = La matrice associata a f nella base B € ora del tipo

2 a 0
ME(f)=[0 8 0
00 8

In questo caso ovviamente dimVo = mg(2, f) = 1 in quanto nel polinomio caratteristico la
molteplicita algebrica di 2 ¢ 1. Vediamo se le altre condizioni sono rispettate:

2—-06 «a 0
A-BL;=| 0 0 0
0 0 0

Ma questa matrice ha rango 1 e quindi dimKer(A — I3) = dimVz =3 — 1 = 2, e dunque
mg(B, f) = 2, ma dal polinomio caratteristico si ha anche ma(g, f) = 2 e dunque, dato che
ogni autovalore di f ha molteplicita algebriche e geometriche uguali, si ha che f & diagona-
lizzabile, in contrapposizione col punto 7).

-y =2e 3 # v =11 polinomio caratteristico in questa forma & ps(t) = (t —2)%*(t — ) e
dunque ma(2, f) = 2 = mg(2, f) (per il punto ii)) e ma(f, f) = 1 da cui anche mg(8, f) = 1,
ma allora, dato che ogni autovalore di f ha molteplicita algebriche e geometriche uguali, si

ha che f ¢ diagonalizzabile, in contrapposizione col punto 7).

-B=2e f#v = In questo caso la matrice MZ(f) & fatta come segue

2
ME(f)= |0
0

SN R

0
0
gl

e necessariamente si deve avere che o # 0, altrimenti ME (f) sarebbe diagonale. Tuttavia
anche quest’ultimo caso non & possibile, in quanto si avrebbe che la matrice (M5 (f) —213)?
sarebbe della forma

0 « 0
ME(fy—2I3={0 0 0 — (ME(f) —213)* =
0 0 ~—2

0
0
¥—2

o O O
o O O

e quindi si avrebbe che Ker(f — 2idy)? sarebbe dato dalle prime due colonne di (M5 (f) —
2I3)2, ma poiché le prime due colonne sono proprio W in quanto W & f-invariante (si & visto
a teoria che essendo W f-invariante, esso ¢ anche (f — 2idy )2-invariante e quindi (ME (f) —
213)%2(W) C W, e avendo entrambi dimensione 2, segue I'uguaglianza), ne seguirebbe W =
Ker(f — 2idy)?, in contraddizione col punto ii).
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16 Esercitazione 11-03-2022

16.1 Esercizio 1

Si dimostri che VP € K[t] monico, 3 f : V — V lineare tale che p; = iy = P, ovvero che
dato un polinomio monico qualsiasi, esiste un endomorfismo ciclico il cui polinomio minimo
e P.

Dimostrazione. Premessa teorica: Fissiamo V = K" (possiamo a meno di isomorfismo) e
fissiamo un endomorfismo ciclico f € End(K"), vogliamo dimostrare che ogni polinomio di
K[¢] & realizzabile come polinomio minimo di f. Per ipotesi f & ciclico, e dunque esiste una
base ciclica di K", che chiamiamo B = {v, f(v), ..., f*"!(v)}. Notiamo che f"(v) dipende
da tutti i vettori di B e quindi esistono ay, ..., a,—1 € K non tutti nulli tali che f™(v)+agv +
a1 f(v) + ...+ an_1 " 1(v) = 0, che implica f*(v) = —agv — a1 f(v) — ... —ap_1f"(v): per
motivi teorici polinomio pif(t) = ag +ait +...+a,—1t" "1 +¢" & proprio il polinomio minimo
di f. Determiniamo la matrice compagna di f nella base B: essa avra la forma

00 ... 0 —a
1 0 ... 0 —aq
ME(fHy=0o 1 . 0 —a
0 0 1 —an_

Arriviamo cosi alla dimostrazione.
Fissato P € K[t], di grado n (diciamo P(t) = by + byt + ... + ™), possiamo associare a P la
matrice

0 0 0 —bo

10 0 —by
A frnd 0 1 .'~ O _b2

00 ... 1 —=by

che, per quanto visto sopra & la matrice compagna indotta dall’applicazione lineare Mp :
K" — K™ (associata a quella matrice per una certa base B). Per ragioni teoriche P ¢ il
polinomio minimo di Mp e inoltre si ottiene che pys, = det(tI, — A), sviluppando rispetto
alla prima riga e per induzione (visto a teoria), & proprio

t 0 ... 0 bo
~1 t ... 0 by

det(tlyyy —A) =] 0 -1 0 by = by + byt + ... + byt”
0 0 ... —1 t+by

e dunque pyr, = pare, ovvero Mp ¢ un endomorfismo ciclico.

16.2 Esercizio 2
Sia A € M(4,R) definita da

A:

OO = =
O O O N
=N OO
O = O O

Determinare il polinomio minimo di A.
Soluzione: Notiamo subito che la matrice A & a blocchi con degli zeri nei blocchi in al-

to a destra e in basso a sinistra e dunque i due spazi Span(ei,ez) e Span(es,es) sono
A-invarianti (e ovviamente in somma diretta in R* e quindi sono supplementari): infatti, se
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aey + feq € una combinazione lineare di elementi di ey, es, si ha che

a+ 208

A-(aeg + PBes) =aA-e1+ A -ex = € Span(er,e2)

o
0
0
(ricordando che A - e; € la j-esima colonna di A) ovvero Span(ei,e2) € A-invariante; allo
stesso modo si dimostra che Span(es, es) ¢ A-invariante. Per quanto visto a teoria se due
sottospazi f-invarianti sono in somma diretta e generano tutto lo spazio, allora il polinomio
minimo di un certo endomorfismo f nello spazio € il minimo comune multiplo dei polinomi
minimi delle restrizioni ai due sottospazi f-invarianti. Chiamando

1 2 2 1
w=(d) 2= (o)

ci basta determinare g4, € pa,, che sono i polinomi minimi delle restrizioni della matrice A
rispetto ai due sottospazi A-invarianti di sopra. Notare che A; & la matrice che rappresenta
A ristretta a Span(ey, e2) (essendo lo spazio A-invariante, A; ¢ un endomorfismo) e Az ¢ la
matrice che rappresenta A ristretta a Span(es,eq).

Cominciamo con g 4,: usiamo il metodo delle potenze per trovare il polinomio minimo

o . (10 (1 2 s (1 2\ (1 2\ _ (3 2
Al_I?‘(o 1)’ A1_<1 0)’ A1_<1 o) (1 o>_<1 2)

Notiamo che possiamo fermarci, in quanto il polinomio minimo di un endomorfismo ha
grado minore o uguale alla dimensione dello spazio (che in questo caso & 2) in quanto divide
il polinomio caratteristico che ha grado pari alla dimensione dello spazio: quindi sicuramente
non dobbiamo calcolare le potenze oltre il quadrato: la relazione di dipendenza lineare tra

le 3 matrici e
1 0 1 2y (3 2 9 0 _

Ma allora il polinomio minimo di A; & proprio
:uA1(t) =17 —t—2

(N.B. In teoria poteva accadere di doversi fermare anche alla potenza di esponente 1, ma &
naturale che A; e I3 sono linearmente indipendenti).

Troviamo ora il polinomio minimo di A5 usando ancora il metodo delle potenze:

o_, (10 (21 o (2 1\ (2 1\ _ (5 2
A2_I2_(01’A2_10’A2_10 1 o) \21

Per lo stesso motivo di prima possiamo fermarci in quanto abbiamo raggiunto il grado
massimo possibile (e ancora una volta As e I non sono I'una multipla dell’altra). La
relazione di dipendenza lineare & data da

5 2) (1 0 2 1 ) o
(5 2)=(3 )+2(2 5)=m-20-2=0

e dunque ne segue che
pa,(t) =t> =2t —1

Cerchiamo ora il minimo comune multiplo dei polinomi pa,(t) e pa,(t): scomponiamo i
polinomi e otteniamo

pa,t) =t =2t —1=(t—1—-vV2)(t—1+?2)

pa(t) = —t—2=(t—2)(t+1)

dato che i polinomi non hanno fattori in comune si ha che
pa(t) = mem(pa, (t), pa, (1) = (£ =1 = V2)(t = 1+ V2)(t = 2)(t + 1)

Osservazione: Il metodo qui presentato e utile in quanto nel calcolo delle potenze abbiamo
a che fare solo con matrici 2 X 2 e non 4 x 4.

126



16.3 Esercizio 3
Sia A € M(5,R) definita da

N

I
OO =N
O OO N O
OO~ OO

== O
_ O o= O

Studiare la diagonalizzabilita di A.

Vogliamo verificare se V' = R® pud essere spezzato in somma diretta di autospazi di A.
Calcoliamo in primo luogo il polinomio caratteristico di A:

t—2 0 0 0 0
-1 t—2 0 1 -1 t62 ; 0 1
pa(t) =det(tls—A) =det | 0 0 t-1 0 0 = (t—2)det
0 0
0 0 0 t—1 0 0 0
1 0 0 -1 t-1
t—1 0 0
=(t—=2)(t—=2det| 0 t—1 0 |=(t—-2>2(t-1)3

Dato che il polinomio caratteristico &€ completamente fattorizzabile, A & almeno triangolabile.
Per quanto visto a teoria, dato che p1(t) = (t —2)? e pa(t) = (t — 1) sono coprimi, si ha che
vale la decomposizione primaria canonica

R® = Ker(A — 2I5)* @ Ker(A — I5)?

Cerchiamo dunque di capire chi sono quegli autospazi generalizzati: innanzitutto troviamo
esplicitamente A — 2[5 e (A — 215)?:

00 0 0 0 0 000 0
1 0 0 -1 1 -1 00 0 -1
A-2Is=10 0 -1 0 0 |=(A-25*=[0 0 1 0 0
0 0 0 -1 0 0 00 1 0
-1 0 0 1 -1 1 00 2 1

si vede subito che rnk((A — 2I5)?) = 3, infatti la seconda colonna & nulla e la prima e la
quinta sono uguali. Dunque, per il teorema delle dimensioni dimKer(A —215)?> =5—3 = 2.
Ne segue subito per Grassmann, dato che dimR® = 5, che dimKer(A — I5)3 =5 —2 = 3.
Troviamo ora esplicitamente Ker(A — 2I5)%: Dobbiamo risolvere il sistema

0O 0 0 0 O T 0
-1 0 0 0 -1 Ta 0
0O 01 0 O z3| =10
0 0 0 1 0 Ty 0
1 0 0 2 1 5 0
ovvero
—T1 — Ty = 0
T3 = 0
Ty = 0
che ha come soluzioni x; = —x5, v3 = 0 e 14 = 0, ovvero i vettori che stanno in Ker(A—21I5)?
sono quelli del tipo
—I5 -1 0
Zro 0 1
0 = 5 0 + X2 0
0 0 0
xIs 1 0



OVVero
-1

) = Span(eq, e5 — e1)

o o= O

0
Ker(A —2I5)? = Span(| 0 |,

0

1

o

Consideriamo allora la matrice che rappresenta A ristretta al sottospazio Span(es,es — e1),
che avra per colonne le coordinate nella base C = {es, e5 —e1} delle immagini di es e e5 — e

tramite A:
2 0 0 0 O 0 0
1 2 0 -1 1 1 2 9
[A-eg]czl 0O 01 0 O 0 ] 2[ 0 ] :<0)

0O 00 1 o0 0)lJc 0)lc

-1 0 0 1 1 0 0
2 00 0 O -1 -2
1 2 0 -1 1 0 0 0

[A-(es —e1)]c = [ 0O 01 0 O 0 ] = [ 0 ] =<2>

0O 00 1 o0 0 c 0 c

-1 0 0 1 1 1 2

e quindi

2 0
MAlsm(eQ,es_m - <0 2)

e quindi su questo sottospazio A si diagonalizza. In particolare notiamo che Ker(A—21I5)? =
Ker(A—21I5), infatti & generato da due autovettori di A, con autovalore relativo uguale a 2
(ciod i due elementi che generano Ker(A — 215)? sono due autovettori relativi all’autovalore
2 e dunque generano anche Ker(A — 2I5)). Se riuscissimo a dimostrare che Ker(A — I5)3 =
Ker(A — I5), avremmo finito in quanto avremmo dimostrato che R5 si spezza in somma
diretta di autospazi. Consideriamo dunque la matrice A — I5: calcoliamone il rango:

1 00 0 O
1 1 0 -1 1
A-Is=]10 0 0 0 O
0 00 0 O
-1 0 0 1 O

si vede subito che rnk(A — Is) = 3 infatti ha una colonna nulla e la quinta e la secon-
da colonna sono uguali (e le altre sono linearmente indipendenti). Segue subito da cid
che dimKer(A —Is) = 5 —3 = 2. Ma dato che avevamo stabilito in precedenza che
dimKer(A — I5)3 = 3, non puo essere che Ker(A — I5) = Ker(A — I5)® e dunque A non &
diagonalizzabile in quanto non spezza R® in somma diretta di autospazi.

Osservazione: Possiamo ricavare la forma di Jordan di A. Infatti sappiamo che dimVa(A) =
dimV(A)? = 2 e che dunque la matrice A pud essere portata in una forma a blocchi con il
blocco MA‘SPM(EQ’”%” in alto a sinistra. L’altro blocco & relativo all’autovalore 1: sappia-
mo che non puo essere diagonale, in quanto, se lo fosse, anche A sarebbe diagonalizzabile,
in contraddizione a quanto appena dimostrato: deve dunque essere fatta a pitt blocchi di
Jordan. Dato che la dimensione dell’autospazio relativo a 1 € 2, per motivi teorici, ci sono
due blocchi di Jordan relativi all’autovalore 1 e la somma delle dimensioni di questi due
blocchi deve essere 3, ovvero un blocco deve avere dimensione 2 (matrice 2 x 2) e laltro
blocco dimensione 1 (numero). Dunque la forma di Jordan della matrice &

OO OO
O O O NO
OO = OO
o= O OO
-0 O O

dove vediamo che 'ultimo blocco (costituito dal quadrato 2 x 2 in basso a destra) & cio che
non rende la matrice diagonale.
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16.4 Esercizio 4

Sia f € End(V). Si dimostri che lo stesso k € N per cui si stabilizza la successione dei nuclei
¢ anche I'esponente per cui si stabilizza la successione (decrescente) delle immagini, ovvero

VoImf2Imf? 2 .. 2 Imf* = Imfrtt =

Si dimostri inoltre che tale k & la massima potenza di ¢ che divide il polinomio minimo di
f, ovvero che ps(t) = tFq(t) con q(t) € K[t] e q(0) # 0.

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che la successione, cosi come ¢ scritta, ha senso, in-
fatti Vk € N, Imf* > Imf**t!: dato w € Imf**!, si ha che esiste un v € V tale che
¥ (v) = w, ma si ha che f¥*1(v) = f¥(f(v)) € Imf* e dunque w € Imf*. Peraltro,
ha senso anche che la successione si stabilizzi, infatti V' ha dimensione finita e positiva e le
immagini in successione sono contenute 'una dentro ’altra, ma non uguali e dunque anche
la successione delle dimensioni & decrescente: su un segmento di N non esistono successio-
ni strettamente decrescenti a valori positivi. Sappiamo inoltre che k, per ipotesi, ¢ tale
che dimKerf* = dimKerf*t!, ma allora per la formula di nucleo e immagine si ha che
dimImf* = dimV —dimKer f* = dimV —dimKer f**1 = dimImf**'. Inoltre la successio-
ne delle immagini si stabilizza proprio allo stesso k, infatti, considerando che dimKer f*=1 <
dimKerf¥, siha che dimImf*—1 = dimV —dimKerf*=1 > dimV —dimKer f* = dimImf*
ovvero Imf*=1 2 Imf*. Questo dimostra il primo fatto.

Per quanto riguarda il secondo, abbiamo visto che per la successione dei nuclei, il minimo
k tale per cui la successione dei nuclei delle potenze dei fattori irriducibili che compaiono
all’interno della fattorizzazione del polinomio caratteristico di f si stabilizza & il numero
positivo 7y, che indica l'esponente a cui eleviamo il fattore irriducibile p (relativo all’auto-
valore ) che compare nella fattorizzazione del polinomio minimo di f: con parole umane se
py(t) = pit..pye allora {0} G Kerpi(f) G Kerpi(f)* G ... G Kerpi(f)" = Kerpi(f)" ! =
... Vi =1,...,s. Ma allora questo & vero anche quando consideriamo A = 0, ovvero quando
facciamo le iterate di f e dunque di conseguenza, la massima potenza per cui ¢ divide il
polinomio minimo ¢ il punto in cui si stabilizza la successione dei nuclei, che & la stessa in
cui si stabilizza la successione delle immagini.

Proponiamo una dimostrazione alternativa e piu diretta: si ¢ fatto vedere che se dimV <
+00, allora 3k € N tale che Imf* = I'mf**!, mostriamo allora per induzione che Vh > 1,
Imfk = Imfhth,

Passo base: h =1, vero in quanto gia dimostrato sopra.

Passo induttivo: supponiamo che Imf* = Imf*+1 = ... = Imf**t"=1, vogliamo mostrare
che ImfF+h=1 = m fk+h. Consideriamo f(Imf*th=1): cio & uguale a Imf*+", ma per ipo-
tesi @ anche uguale a Imf¥*+1, che ancora per ipotesi & Imf*, ovvero Imf* = Imfkth—1 =
Im fk-i-h.

Osservazione: Per quanto visto a teoria si ha che
dimKer(f og) = dimKerg + dim(ImgN Kerf)
da cui segue subito che, sostituendo ¢ = f*~1, si ha
dimKer f* = dimKer f*~1 + dim(Imf*~1 N Kerf)

A livello teorico dunque, dato che la successione dei nuclei si stabilizza, arriveremo a una
punto in cui dimKer f* = dimKer f*~', che implica ovviamente che dim(Imf*'NKerf) =
0, ovvero che aumentando con le potenze tale intersezione prima o poi diventera banale
(costituita dal solo 0).

16.5 Decomposizione di Fitting

Sia f € End(V): se esistono W,U C V' f-invarianti tali che V- =U @ W, f},, sia nilpotente,
ovvero 3k € N tale per cui f*¥ =0, e i sia invertibile, allora la coppia (W, U) si chiama
decomposizione di Fitting relativa a f. Prendendo dunque una base B C U e una base
C C W si ha che la matrice associata a f nella base adattata D = B U C ¢ diagonale a

blocchi )
0
mgn = (0 | 4)
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e tale per cui A; & nilpotente (ovvero 3k € N tale per cui A¥ = 0) e A, & invertibile (N.B.
A; e Ay sono quadrate ma non hanno necessariamente la stessa taglia).

Proposizione: Esiste ed & unica la decomposizione di Fitting di un endomorfismo.

Dimostrazione. Per dimostrarlo utilizziamo la successione dei nuclei e delle immagini. Fis-
siamo dunque k& € N tale che la successione dei nuclei e delle immagini di f7/ (per j = 1,2,...)
si stabilizzi; si & visto a teoria inoltre che tale k € la massima potenza di ¢ che divide p(2).
Definiamo W = Kerf* e U = Imf*, essi sono spazi f-invarianti in quanto f e f* commuta-
no tra di loro. Chiaramente f"zv = 0, in quanto stiamo valutando f* sugli elementi del suo
nucleo; da quanto visto a teoria, se W & un sottospazio f-invariante, allora fllfv = ( flw)k
e dunque (f‘W)k = 0, che implica f|,, = 0, ovvero f),, ¢ nilpotente. Per quanto riguarda
U, ¢ vero che f|, : U — U, in quanto U & f-invariante e dunque per dimostrare che
flu ¢ invertibile ci basta dimostrare che ¢ iniettiva: ma si ¢ osservato in precedenza che
dimKer f**t1 = dimKer f* + dim(Imf* N Kerf) e dato che dimKerf*+t! = dimKerf*
per ipotesi, si ha che dim(Imf* N Kerf) = dim(U N Kerf) = 0 = U N Kerf = {0},
ma per questioni teoriche U N Kerf = Ker(f),) e dunque Ker(f},) = {0}, ovvero fj, &
iniettiva, che implica f|, invertibile. Abbiamo dunque trovato due sottospazi f-invarianti,
per cui la restrizione di f sul primo & nilpotente e la restrizione di f sul secondo €& invertibile.
Vogliamo ora dimostrare che V = U @& W: per fare cid mostriamo che U N W = {0}: sia
allora v € U N W, dato che v € U, allora esiste un w € V tale per cui f*(w) = v e dato
che v € W, f*(v) = 0, ma allora f2*(w) = f*(f*(w)) = f¥(v) = 0 e dunque w € Kerf* e
dato che la successione dei nuclei si stabilizza a k, si ha che w € Kerf** = Kerf* e quindi
fF(w) =0 = v =0 e dunque W e U sono in somma diretta e per questioni dimensionali
dim(U + W) = dimU + dimW = dimV e dunque per contenimento e uguaglianza dimen-
sionale si ha che U & W = V. Abbiamo dunque mostrato l’esistenza della decomposizione
di Fitting.

Mostriamo ora che tale decomposizione € unica: supponiamo che esistano due sottospazi U
e W f-invarianti tali per cui f|,, ¢ nilpotente, f|, ¢ invertibile e V=W @ U. Dato che U &
[-invariante e f|, ¢ invertibile, si ha che f"‘;} ¢ invertibile e in particolare surgettiva, ovvero
fF¥(U) = U e dunque U C Imf*. Ma d’altra parte Kerf* C W in quanto fﬁj ¢ iniettiva
e dunque Ker f"jj = {0} e i restanti valori per cui f* si annulla possono essere contenuti

in W (e dato che anche 0 € W, si ha che Kerf* C W), ma visto che f*(W) = 0 si ha
che W C Kerf* e dunque per doppio contenimento W = Kerf*, da cui segue subito per
ragioni dimensionali che U = I'mf*: abbiamo cosi mostrato I'unicita della decomposizione
di Fitting:

V = Kerff & Imf*

N.B. (Lemma di Fitting): Se V' & uno spazio vettoriale irriducibile, ovvero tale per cui
gli unici sottospazi f-invarianti sono V' e {0}, allora o f & nilpotente o & invertibile. La
dimostrazione € una diretta conseguenza della decomposizione.

16.6 Esercizio 5
Siano A € M(n,C) e B € GL(n,C) tali che

Al = A.B¥ 4+ B . AF
per qualche k& > 2. Dimostrare che ImA ¢ B-invariante.

Dimostrazione. Vogliamo qui dimostrare che ImA & B-invariante, ovvero che dato w € ImA,
si ha che B -w € ImA. Per farlo, esplicitiamo la relazione che sussiste tra A e B: possiamo
riscrivere la relazione di sopra come segue:

B-AF = AF1 _A.BF = A. (A% - BY)

Moltiplicando ambo i lati di questa relazione per un vettore v € C" (ovvero applicando
lendomorfismo associato a quelle matrici a v) si ha

(B-AF) v =(A-(A* = B*)).v= A ((4* — B¥) . v)
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Dato che (A*— B*).v € C" si ha che A-((A*—B*).v) € ImA e dunque che (B-A*)-v € ImA.
Generalizzando a tutto C™ si ha che

B(ImA¥) ¢ ImA

Se riusciamo a dimostrare che ImAF = ImA abbiamo finito. Per farlo, mostriamo che
KerA = KerAF, ovvero che la successione dei nuclei si stabilizza per k¥ = 1 e dunque, per
quanto visto nell’Esercizio precedente, anche la successione delle immagini si stabilizza per
k = 1. Per mostrare quella uguaglianza, facciamo vedere che i due insiemi hanno la stessa
dimensione, dato che Iinclusione KerA C KerA* & ovvia in quanto la successione dei nuclei
& crescente (uguaglianza dimensionale e contenimento): sappiamo che A-B* = (A — B)- A¥,
quindi se v € KerA¥ allora A-B¥.v = (A~ B)-A* v =0, ovvero v € Ker(A - B¥), che si
generalizza a KerA* C Ker(A-B¥). Ma allora dimKerA* < dimKer(A-B*): quest’ultima
dimensione, per quanto visto a teoria la possiamo scrivere come

dimKer(A - B*) = dimKerB* 4+ dim(ImB" N KerA)
ma B ¢ invertibile, dunque dimKerB* = 0 e ImB* = C", ovvero
dimKer(A- B*) = dimKerA
da cui segue, sostituendo in quanto detto poco fa, che
dimKerA* < dimKerA

dato che, dall’inclusione ovvia KerA C KerA*, si ha che dimKerA < dimKerAF, per
doppia disuguaglianza si ha che dimKerA = dimKerAF e dunque che KerA = KerA*, che
dimostra la tesi. Dunque ImA ¢ B-invariante.

16.7 Esempio di decomposizione di Fitting per endomorfismi trian-
golabili

Sia A € M(n,R) definita da
J(0, k1) 0 0
J(A17k2) :

0 . 0 J(Ns ksp1)

una matrice in forma di Jordan costituita da s+ 1 blocchi (tali per cui k1 + ... + ks41 = n).
Notiamo che il blocco J(0,k1) relativo all’autovalore 0, nient’altri ¢ se non autospazio
generalizzato relativo a 0, ovvero il nucleo dell’applicazione lineare L%, dove k & I'indice per
cui la successione dei nuclei di L, si stabilizza ({0} G KerLa G ...  KerL} = KerL}t' =
...), mentre la sottomatrice a blocchi

T, ko) ... 0
: - : € M(n— ki, R)
0 o TN ks

¢ invertibile in quanto ha determinante non nullo (prodotto degli elementi sulla diagonale).
Notiamo inoltre che il polinomio caratteristico di J(0, k1) & t*1 e dunque il polinomio minimo
di L 4 sulla restrizione al blocco J(0, k1) & del tipo t” con 1 < r < ky: ma allora (LAum,kl) )=
0, ovvero Ly, ,,, ¢ nilpotente: abbiamo cosi determinato una decomposizione di Fitting
di R™ tramite L4: ma dato che si era dimostrato essere unica, si ha che essa ¢ la sola
decomposizione di Fitting possibile per R™ tramite L 4.

Si & dunque trovato un modo per determinare facilmente una decomposizione di Fitting:
se L4 & un endomorfismo triangolabile (e dunque ammette una base di Jordan), la forma
normale di Jordan per L4 determina in maniera univoca la decomposizione di Fitting di
R™ tramite L4, e in particolare il sottospazio su cui L4 ¢ nilpotente & il blocco J(0, k1)
relativo all’autovalore 0, mentre il sottospazio su cui L4 ¢ invertibile e la matrice ottenuta
dalla forma normale di Jordan di L4 a cui togliamo le righe e le colonne relative a J(0, k1 ).
Quindi, per essere piu precisi

w=Vv, U= & W
0#Aesp(La)
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17 Esercitazione 14-03-2022

17.1 Esercizio 1
Sia A € M(2,R) una generica matrice del tipo

(8

determinare i possibili polinomi minimi di A e di conseguenze analizzare le forme di Jordan
che puo assumere tale matrice.

Soluzione: Dato che A & una matrice 2 x 2, il suo polinomio minimo avra grado al massimo
2 (dal momento che in R? non possiamo avere pitt di 2 vettori linearmente indipendenti),
quindi i possibili polinomi minimi di A sono:

t—X (i)

(t—N? (i)

(t=A)(t = Ag)  (uid)

t2 +at + B (irriducibile) (iv)

pa(t) =

Analizziamo i casi separatamente:

- (i) pa(t) =t — A, allora A soddisfa I'equazione A — Ay = 0, ovvero A = A\, da cui
A & una matrice diagonale e ha forma

A0

0 A

- (4t) In questo caso il polinomio minimo di A & completamente fattorizzabile, ma le sue
radici non hanno molteplicita algebrica pari a 1 e quindi, per un teorema visto a teoria, A &
triangolabile ma non ¢ diagonalizzabile. Essendo triangolabile possiamo trovare il suo blocco
di Jordan: dato che A ha un solo auovalore, avremo un unico blocco di Jordan possibile,

ovvero
Al
=(0)

esiste allora una base B € R? (di Jordan) tale per cui
Al
ME(La) = Ja = (o A)

- (#1) In questo caso il polinomio minimo di A & completamente fattorizzabile e ogni sua
radice ha molteplicita algebrica uguale a 1: quindi A & diagonalizzabile e dato che i suoi
autovalori sono A\; e Ay la sua forma di Jordan sara costituita da 2 blocchi 1 x 1 e sara fatta
come segue

- () In questo caso il polinomio minimo di A non ¢ fattorizzabile e dunque A non &
triangolabile: non puo dunque esistere una forma di Jordan per A.

17.2 Esercizio 2
Sia A € M(2,R) definita da

trovare, se esiste, la forma di Jordan di A.

Soluzione: troviamo in primo luogo il polinomio minimo di A con il metodo delle potenze:

o_, (10 L. (4 =1 o a4 (4 -1\ (4 -1\ _ (14 -5
A _12_(0 1>’ A_A_<2 1>’ A_AA_<2 1)(2 1)‘(10 —1>
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Notiamo che possiamo fermarci, in quanto il polinomio minimo di un endomorfismo ha
grado minore o uguale alla dimensione dello spazio (che in questo caso & 2) in quanto divide
il polinomio caratteristico che ha grado pari alla dimensione dello spazio: quindi sicuramente
non dobbiamo calcolare le potenze oltre il quadrato: la relazione di dipendenza lineare tra

le 3 matrici e:
14 -5\ 4 -1\ 1 0 2 0 _
() oo ) ot O naa =

e dunque ne segue che
pa(t) =1 —5t+6 = (t —2)(t — 3)

Rifacendoci all’Esercizio precedente, vediamo subito che il polinomio minimo di A & del tipo
(#i7) e dunque possiamo diagonalizzare A come segue

(6 3)

che ¢ proprio la forma di Jordan di A.

17.3 Esercizio 3
Sia A € M(2,R) definita da

trovare, se esiste, la forma di Jordan di A.

Soluzione: troviamo in primo luogo il polinomio minimo di A con il metodo delle potenze:

o . (10 L. (1 4 o a4 (1 4\ (1 4y _ (-3 24
4 _15“<0 1)’ A _‘4"<—1 5)’ A “AJ4"(—1 5) (-1 5) _'<—6 21)

Notiamo che possiamo fermarci, in quanto il polinomio minimo di un endomorfismo ha
grado minore o uguale alla dimensione dello spazio (che in questo caso & 2) in quanto divide
il polinomio caratteristico che ha grado pari alla dimensione dello spazio: quindi sicuramente
non dobbiamo calcolare le potenze oltre il quadrato: la relazione di dipendenza lineare tra

le 3 matrici e
-3 24\ 1 4 1 0 9 0
(22 26(1 ) ot O saronr =

e dunque ne segue che
pa(t) =t —6t+9 = (t — 3)°

Rifacendoci all’Esercizio 1 di questa esercitazione , vediamo subito che il polinomio minimo
di A ¢ del tipo (i¢) e dunque la sua forma di Jordan sara

6 3)

Sia A € M(3,R) una generica matrice di taglia 3 x 3: determinare i possibili polinomi minimi
di A e di conseguenza analizzare le forme di Jordan che puo assumere tale matrice.

17.4 Esercizio 4

Soluzione: Dato che A e una matrice 3 x 3, il suo polinomio minimo avra grado al massimo
3 (dal momento che in R3 non possiamo avere pilt di 3 vettori linearmente indipendenti),
quindi i possibili polinomi minimi di A sono:
t—X (4)

(t—=X)? (i)

(t=A)(t = A2)  (ddd)
palt) =3 (= NP (iv)

(t =)t —A2)? (v)

(= A)(E = A2)(t = As)  (vi)

(t—= AN+ at+B) (irriducibile) (vii)

t
t
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Analizziamo i casi separatamente:

- (2) pa(t) =t — A, allora A soddisfa 'equazione A — A5 = 0, ovvero A = A3, da cui
A ¢ una matrice diagonale e ha forma

A
0
0

S > O
> O O

- (47) In questo caso A ammette un solo autovalore, ma non & diagonalizzabile in quanto A
non ha molteplicita algebrica 1 nel polinomio minimo (tuttavia ¢ triangolabile in quanto il
polinomio minimo & completamente fattorizzabile). Dalla teoria sappiamo che la potenza
massima con cui compare un autovalore nella fattorizzazione di p14(¢) & pari alla grandezza
del blocco di Jordan relativo a quell’autovalore, ovvero il blocco di Jordan relativo a A ha
ordine 2. Dunque 'unica possibile forma di Jordan per A &

A0 0
0 X 1
0 0 X

- (i79) In questo caso A ammette due autovalori distinti, entrambi con molteplicita 1 nella
fattorizzazione del polinomio minimo, ovvero sappiamo che A ¢ diagonalizzabile. Tutta-
via, non sappiamo quale dei due autovalori ha due blocchi di Jordan: esistono allora due
possibilita per la forma di Jordan che A puo assumere:

Ay 0 0 A 0 O
0 /\1 0 o 0 /\2 0
0 0 )\2 0 0 )\1

ovviamente, a seconda della situazione, siamo in grado di determinare esplicitamente quale
dei due autovalori ha due blocchi di Jordan, utilizzando ad esempio la molteplicita algebrica
dell’autovalore (che ¢ uguale a quella geometrica in quanto A & diagonalizzabile).

- (iv) In questo caso A ammette un solo autovalore, ma non ¢ diagonalizzabile in quanto A
non ha molteplicita algebrica 1 nel polinomio minimo (tuttavia ¢ triangolabile in quanto il
polinomio minimo & completamente fattorizzabile). Dalla teoria sappiamo che la potenza
massima con cui compare un autovalore nella fattorizzazione di p14(¢) € pari alla grandezza
del blocco di Jordan relativo a quell’autovalore, ovvero il blocco di Jordan relativo a A ha
ordine 3. Dunque 'unica possibile forma di Jordan per A &

A1 0
0 X 1
0 0 X

- (v) In questo caso A ammette due autovalori distinti, tali per cui 'autovalore A; ha molte-
plicita algebrica 1 e dunque il suo blocco di Jordan ha ordine 1 e A2 ha molteplicita algebrica
2 e dunque il suo blocco di Jordan ha ordine 2: I'unica forma di Jordan possibile e

A2 1 0
0 X O
0 0 X\

- (vi) In questo caso A ammette tre autovalori distinti e il polinomio minimo di A & com-
pletamente fattorizzabile (ogni autovalore ha molteplicita algebrica 1 nella fattorizzazione
di pa), dunque A & diagonalizzabile e 'unica forma di Jordan possibile &

A0 0
0 X O
0 0 A3

- (vii) In questo caso il polinomio minimo di A non & fattorizzabile e dunque A non &
triangolabile: non puo dunque esistere una forma di Jordan per A.
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17.5 Esercizio 5
Sia A € M(3,R) definita da

A:

o O N

trovare, se esiste, la forma di Jordan di A.

Soluzione: troviamo in primo luogo il polinomio minimo di A: notiamo che A & gia trian-
golare superiore quindi cerchiamo prima il polinomio caratteristico (hanno gli stessi fattori
irriducibili):

t—2 -1 1
pa(t) =det(tls —A)=det| 0 t—1 0 |=(t—-1>2(t-2)
0 0 t—1

Vediamo subito che 2 & un autovalore con molteplicita geometrica pari a 1, infatti ricordando
che mg(2, A) < ma(2,A) = 1, si ha necessariamente che mg(2, A) = 1. E dunque, se esiste
la forma di Jordan di A, essa avra un blocco 1 x 1 che conterra solo 2. Troviamo ora il
polinomio minimo di A con il metodo delle potenze:

1 00 2 1 4 -3
A=10 1 0|, A=[0 1 0], A>={o0 0
00 1 00 1 0 1

SO = W

Notiamo che queste tre matrici non sono linearmente indipendenti, in quanto
4 3 -3 2 1 -1 1 00
01 0]=3[01 0]-2]01 0]=A4%2-34+24°=0
00 1 0 0 1 0 0 1

e dunque il polinomio minimo di A4 &

palt)y =1 =3t +2=(t—2)(t—1)

Siamo cosl nel caso (iii) dell’Esercizio precedente, ovvero A ¢ diagonalizzabile: sappiamo
inoltre che il numero di blocchi relativi a 1 coincide con la molteplicita algebrica di 1, che in
questo caso € 2: abbiamo 2 blocchi di ordine 1 relativi all’autovalore 1 e 1 blocco di ordine
1 relativo all’autovalore 2. La forma di Jordan di A & cosi

2 0 0
Ja=10 1 0
0 0 1
17.6 Esercizio 6
Sia A € M(4,R) definita da
2 0 -1 1
1 1 -1 1
A=11 3 2 4
0o -3 2 -1

trovare, se esiste, la forma di Jordan di A.

Soluzione: Per prima cosa determiniamo il polinomio caratteristico di A:

t—2 0 1 —1 t—2 0 1 -1
-1 t—-1 1 -1 -1 t—-1 1 —1
pa(t) = det(tiy—A) = det _1 3 t_9 1 = det 0 44—t t-3 9
0 3 -2 t+1 0 3 =2 t+1
t—1 1 —1 0 1 ~1
=(t—2)det |4—t t—3 2 |+det|d—t t—-3 2 |=(t-1)* (afiducia)
3 -2 t+1 3 -2 t+1
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La matrice A ammette cosi il solo autovalore 1 (e dato che p4 ¢ completamente fattorizzabile
in R, A & triangolabile ed esiste la forma di Jordan per A). Cerchiamo la forma di Jordan di
A tramite la stringa degli invarianti di A. Cominciamo dunque a calcolare dimKer(A — 1 )
tramite il rango:

1 0 -1 1
1 0 -1 1
A-li=1, -3 1 -1

0o -3 2 =2

Notiamo subito che la terza e la quarta colonna sono opposte e che la somma tra la prima
e la terza equivale alla seconda moltiplicata per —%: ne segue quindi che rnk(A — 1) =2 e
che dunque dimKer(A — 1) =4 —2 =2 = mg(1, A). Per quanto visto a teoria il numero
di blocchi della forma di Jordan & uguale alla molteplicita geometrica dell’autovalore: ci
sono solo due blocchi nella forma di Jordan di A (non sappiamo pero le loro dimensioni).
Continuiamo dunque calcolando dimKer(A — I)?, che ¢ il secondo termine che compare

nella stringa invariante di A: troviamo il suo rango:

1 0 -1 1 1 0 -1 1 0 00 0
e |10 -1 1 0 -1 1| |0 00 0
(A-L)"= 1 -3 1 -1 1 -3 1 —-1] |-1 01 -1
0 -3 2 =2 0 -3 2 -2 -1 0 1 -1

che ha banalmente rango 1: dunque dimKer(A — I4)> = 4 — 1 = 3. Calcoliamo infine
dimKer(A — 1)

0 00 0 1 0 -1 1 00 0 0
e o 00 o0 1 0 -1 1| 0000
(AI4)_—101—1 1 -3 1 -1 00 0 0
-1 0 1 -1 0 -3 2 -2 00 0 0

che ha banalmente rango 0 e quindi dimKer(A—1,)? = 4—0 = 4 e dunque Ker(A—1,)% = R*
per contenimento e uguaglianza dimensionale. (Notare che da tutto cid segue direttamente
che pa(t) = (t —1)% e che quindi 3 ¢ I'ordine massimo del blocco di Jordan relativo a 1:
ricordiamo inoltre che esiste SEMPRE almeno un blocco di Jordan di ordine ”massimo”).
Abbiamo cosi esplicitamente che la stringa invariante di A &

D1(A) =(2,3,4)
e per quanto visto a teoria si ha che b; (=numero di blocchi di ordine ), per i = 1,2,3, &
b1 =2dy —dp—da=4—-0-3=1
bo =2do —dy —dz3=6—-2—-4=0
bs =2dg —dy—dy=8—-3—-4=1

ovvero la forma di Jordan di A ha 2 blocchi, uno di ordine 1 e uno di ordine 3, entrambi
relativi all’autovalore 1:

1 1 0 O
0 1 1 0
Ja=10 0 1 0
0 0 0 1
17.7 Esercizio 7
Sia A € M(5,R) definita da
1 1 1 11
01 0 1 1
A=10 0 1 0 O
00 0 2 0
0 0 0 0 1

trovare la forma di Jordan di A.
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Soluzione: Per prima cosa determiniamo il polinomio caratteristico di A:

t—1 -1

0 t-1
pA(t) = det(tf5 - A) = det 0 0
0 0
0 0

-1

0

t—1

0
0

-1 -1
-1 -1
0 0 |=@¢t-1D*t-2)

t—2 0

0 t—1

Vediamo subito che 2 & un autovalore singolo, quindi la sua molteplicita geometrica ¢ uguale
a 1 e dunque ci sara un solo blocco di Jordan relativo all’autovalore 2. Ci basta dunque
trovare la stringa invariante Dq(A): cominciamo con il determinare dimKer(A —I5) tramite

il rango:

AT =

OO O OO

oo o

0

oo o

0

O = O = =

OO = =

[t

Questa matrice ha ovviamente rango 3 in quanto la prima riga & nulla e la seconda e la
terza sono uguali, inoltre la quarta e la quinta non sono una multipla dell’altra, quindi
rnk(A — I5) = 3 e cosi dimKer(A — I5) = 5 — 3 = 2. Continuiamo con dimKer(A — I5)*:

la matrice

(A-I)* =

o O o oo

OO O OO

ha rango 2 e quindi dimKer(A — I5)> =5 — 2 = 3.
Continuiamo con dimKer(A — I5)3: la matrice

0

(A-I;)° =

o O O

o

OO O OO

OO O OO

OO O OO

O~ O = N

SO = O N

OO OO NN

o O o oo

ha rango 1 e quindi dimKer(A — I5)3 =5 — 1 = 4. Possiamo fermarci, in quanto sappiamo
che Ker(A—1)" ha al massimo dimensione 4, dato che € in somma diretta con Ker(A—21I5)

per generare tutto R®. Si ha cosi che

Dy(A) =(2,3,4)

e quindi per quanto visto a teoria si ha che b; (=numero di blocchi di ordine 3), peri = 1,2, 3,

e

b1 =2dy —dp—da=4-0-3=1
by =2dy —d1 —dz3=6—-2—-4=0
b3 =2d3 —dy —ds =8-3-4=1

ovvero la forma di Jordan di A ha 3 blocchi, uno relativo all’autovalore 2 di ordine 1, uno
relativo all’autovalore 1 di ordine 1 e uno relativo all’autovalore 1 di ordine 3:

2 0
0 1
Ja=10 0
0 0
0 0
17.8 Esercizio 8
Sia A € M(5,R) definita da
2 1
0 0
A= 0 0
1 3
-2 -1

0

SO = O

0

O R R O

O~ =k OO

0

= =0 O

= O O N



stabilire se A pud ammettere o meno una forma di Jordan e in caso affermativo trovare una
base di Jordan per A.

Soluzione: Per prima cosa troviamo il polinomio caratteristico di A:

t—2 -1 0 0 —2
0 t 0 0 0
pa(t) =det(tly — A) =det| 0 0 t+1 -1 0 =t° (sulla fiducia)

-1 =3 1 t—1 -1
2 1 0 0 142

Dato che il polinomio caratteristico di A & completamente fattorizzabile, si ha che A &
triangolabile e dunque ammette una forma di Jordan. Per di piu, dalla teoria sappiamo che
pa(t)|pa(t) e quindi che pa(A) = 0, ovvero A5 = 0, ovvero A & nilpotente. Per trovare una
base di Jordan di A ci basta allora considerare i nuclei KerA®.

Cominciamo trovando KerA: notiamo subito che rnkA = 3 in quanto la prima e I'ultima
colonna sono uguali e la terza e la quarta sono opposte e dunque dimKerA =5 —3 = 2:
troviamo esplicitamente questo nucleo:

T 2 1 0 0 2 T 0
To 0 0 0O 0 0 To 0
KerA—{ z3 | €RS 0 0 -1 1 0 z3| =10 }
T4 1 3 -1 1 1 T4 0
s -2 -1 0 0 -2 s 0
che si traduce nel sistema lineare
201 + a9+ 225 =0
0=0
T3 = g
1+ 32 — 23+ T4 +25 =0
—2x1 —x0 — 225 =0
che ha come soluzioni x3 = x4, o = 0, 5 = —x1, ovvero i vettori che stanno nel nucleo di
A sono quelli del tipo
0 0 0 0 0
23 | =21 0 [ +a3|1] €Span(] 0 |,]|1|)=Span(e; —es5,eq+ €3)
X3 0 1 0 1
- -1 0 -1 0
e dunque

KerA = Span(eq — es,e4 + €3)

Adesso dobbiamo procedere in modo analogo per le potenze di A: determiniamo KerA?:

11111\ /11111 00000
01011 01011 00000
A2=10 01 0 0 0010 0f=]13001
000 20 000 20 1 3001
00 0 0 1 00001 00000
e dunque
T 00000 1 0
T 00000 T 0
KerA2={ zs | eR?| [1 3 0 0 1 x?,:o}
T4 13001 z4 0
s 00000 zs5 0

che si traduce nel sistema lineare
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0=0

0=0

1+ 32+ 25 =0

1+ 3x9+25=0

0=0
che ha come soluzioni 1 = —3z9 — x5 ovvero i vettori che stanno nel nucleo di A2 sono
quelli del tipo

-39 — x5 -3 0 0 —1 -3 0 0 —1
To 1 0 0 0 1 0 0 0
x3 =z | O |4as|1|4+xs|O0|4+a5| O | €Span(] O |, 1],]0],] O |)=
Ty 0 0 1 0 0 0 1 0
T5 0 0 0 1 0 0 0 1
= Span(ez — 3e1, €3, €4, —€1 + €5)
e dunque

KerA? = Span(3e; — ea, e3,¢e4,€1 — €5)

Notiamo gia che dimKerA? = 4 e quindi A% dovra essere la matrice nulla: infatti

00 0 0O
00 0 0O
A*=10 0 0 0 0
00 0 0O
00 00O

e dunqueKerA® = R,

Come vogliamo ragionare per trovare una base di Jordan di A? Vogliamo scrivere Ker A3 =
R5 come somma diretta tra KerA? e un altro sottospazio U; supplementare a KerA? e
poi reiterare con gli altri nuclei: notiamo che dimKerA? = 4 e quindi ci basta trovare un
vettore v che non stia in KerA?, in questo modo Span(v) ® KerA? = KerA3. Notiamo che
e1 ¢ KerA? (infatti la prima colonna di A% non ¢ nulla) e dunque

KerA? @ Span(e,) = KerA®

Per quanto visto a teoria, vogliamo ora scrivere KerA? come somma diretta tra KerA,
L4(Uy) e un supplementare Us: notiamo che Lg(Uy) = La(Span(e1)) = Span(La(er)) =
Span(2e; + e4 — 2e5) (& la prima colonna di A). Si deve dunque determinare un sottospazio
U, € R® tale per cui

KerA? = KerA @ Span(2e; + e4 — 2e5) ® Us

basta completare l'insieme C' = {e; — e5,eq + €3,2e1 + e4 — 2e5} a base di KerA? che
ha dimensione 4: dobbiamo cosi aggiungere un vettore v tale per cui v € KerA? e v ¢
Span(e1 — es,eq + e3,2e1 + e4 — 2e5). Ci basta scrivere allora v come combinazione lineare
di elementi di KerA? e imporre poi la non appartenenza:

v=a(—3e; +e2) + Pes +veqs + 6(—e1 +e5) = (—3a — e + aea + Bes + veq + des

Per imporre la non appartenenza ci basta scrivere la matrice che ha per colonne gli elementi
dell’insieme C' a cui si aggiunge la colonna che ha per coordinate le coordinate di v rispetto
alla base canonica di R® e imporre che essa abbia rango massimo:

1 0 2 —3a-96 102 —3a-34 102 —3a-4
0 0 0 a 000 «a 000 «a
0 1 0 38 HemBstth, 1 g 1 38 famBa=Bs 1 g 1 3 faor B,
0 1 1 ~y 01 1 ~ 001 ~-2
10 -2 5 000 -3 000 —3a
10 2 —3a—4 10 2 —3a—4
R<—>Rr010 A R<—>Rr010 B
fools g0 0« Haols g 01 -8
001 ~-—8 000 «
000 -3 000 -3
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essa ¢ una matrice a scalini e ha rango massimo se e solo se a # 0, dunque, se ad esempio
scegliamo il vettore v = 1-(—3e1 +e2)+0-e3+0-e4+0-(—e1 + e5) = —3e1 + e2 siamo
sicuri che B = {e; — e5,eq + €3,2e1 + €4 — 2e5,—3e; + ez} & una base di KerA? e quindi
Us = Span(—3e; + e2). Riassumendo quanto detto finora

R® = KerA? @ Span(e;) e KerA? = KerA® Span(2e; + eq — 2e5) @ Span(—3e; + e2)

Ci manca dunque scrivere Ker A come somma diretta tra L 4 (Span(2e;+e4—2es)), La(Span(—3e;1+
€2)) e un eventuale supplementare Us: tuttavia il nucleo di A & bidimensionale e quindi la
somma diretta tra La(Span(2e; + eq — 2e5)) = Span(La(2e; + e4 — 2e5)) = Span(es + eq)

e La(Span(—3e; + e3)) = Span(La(—3e1 + e2)) = Span(—5e; + 5e5) lo genera e quindi

KerA = Span(es + e4) ® Span(—5e; + bes)
Sostituendo ricorsivamente otteniamo
R® = Span(es+e4) ® Span(—5e1 +5es) ® Span(2e1 +eq — 2e5) D Span(—3e; +e2) ® Span(e;)
e dunque, per motivi teorici, una base di Jordan per A & 'insieme

{63 + e4q, —be1 + Ses, 2e1 + eq4 — 2e5, —3e1 + eo, 61}

17.9 Esercizio 9
Sia f € End(V), si dimostri che la successione ay = dimKer f* —dimKer f*~1 & decrescente.
Soluzione: Notiamo che possiamo scrivere f¥ come f* = f o f*~!. Per quanto visto a
teoria, sappiamo che

dimKerf* = dimKer(f o f*=1) = dimKer f*=! + dim(Imf*~' 0 Kerf)

ovvero
dimKerf* — dimKer f*=! = dim(Imf*=' n Kerf)

Dal momento che la successione a sinistra ¢ decrescente, dato che per quanto visto nell’E-
sercizio 4 della scorsa esercitazione la successione dei nuclei ¢ decrescente, si ha che anche
la successione di sinistra ¢ decrescente.

17.10 Esercizio 10
Sia A € M(3,R) definita da

11 -1
A=10 1 0
9 2 7

stabilire se A pud ammettere o meno una forma di Jordan e in caso affermativo trovare una
base di Jordan per A.

Soluzione: Per prima cosa troviamo il polinomio caratteristico di A:
t—1 -1 1

pa(t) =det(tls—A)=|( 0 t—-1 0 =(t—1)d€t<ﬁ__91 ti7>:
-9 -2 t-7

=(t—-D[t—-1)(t—=7)+9 = (t—1)(t* — 8t +16) = (t — 1)(t — 4)*

e quindi A ammette una forma di Jordan in quanto & triangolabile. Notiamo subito che
ma(l,A) = 1 e dunque anche mg(1, A) = dimKer(A — I3) = 1 ovvero lautovalore 1
contribuisce con un solo blocco di Jordan di ordine 1; non possiamo ancora dire niente
sull’autovalore 4. Possiamo cosi scrivere lo spazio R3 come

R® = Ker(A — I3) ® Ker(A — 413)?

Cerchiamo dunque una base di Jordan per A, utilizzando la decomposzione di sopra: innan-
zitutto occupiamoci dell’autospazio Ker(A — I3): troviamo chi & Ker(A — I3):

01 -1

A-I3=10 0 0

9 2 6
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vogliamo cercare un vettore v tale per cui (A — I3) - v = 0, ovvero

01 -1 T 0
00 O0])-ly]l=1]0
9 2 6 z 0
che si traduce nel sistema
y—z=20
0=0
9r +2y+62=0
che ha come soluzioni y = z, x = f%z ovvero appartengono a Ker(A — I3) tutti i vettori
della forma
8 8
5 5 —8
z| 1 | = Ker(A—1I5) = Span(| 1 |)=Span(| 9 |)
1 1 9
-8
si ha cosi che il vettore | 9 | = —8e; + 9es 4+ 9e3 € un autovettore per A e dunque esso e
9

il primo vettore della base di Jordan per A.
Passiamo all’autospazio Ker(A — 4I3)%: cerchiamo innanzitutto la forma esplicita di (A —
4[3)2:

3 1 -1 3 1 -1\ /-3 1 -1 0 -8
A-dl; =10 -3 0 |=UA-a;)?>=[0 -3 o]lo0o -3 o]=[0 o9
9 2 3 9 2 3 9 2 3 0 9

(N.B. Questa matrice ha rango 1 e ogni altra matrice del tipo (A — 415)", con n > 2, ha
rango 1, questo perché la successione dei nuclei di A — 413 si stabilizza per un numero minore
o uguale di 2, che & ’esponente del fattore relativo a 2 nel polinomio caratteristico, e dunque,
dato che la dimensione di Ker(A — 4I3)? ¢ 2, anche la dimensione dei nuclei con potenze
successive sard 2). Cerchiamo quindi ora di scrivere Ker(A — 413)? come somma diretta tra
Ker(A — 41I3) e un altro autospazio: notiamo in primo luogo che dimKer(A — 4I3) =1 in
quanto rnk(A — 4I3) = 2 e per di pilt la prima colonna & uguale a tre volte la terza, quindi
il vettore e; — 3e3 appartiene al nucleo di A — 43 ('immagine ¢ la differenza tra la prima
colonna di A e il triplo della terza, che & 0) e dunque Ker(A—413) = Span(e; —3es); mentre
per quanto riguarda (A—413)? si ha che rnk(A—413)%? = 1 e dunque dimKer(A—413)%? =2 e
dato che sia la prima che la terza colonna sono nulle si ha che e, e3 € Ker(A—413)?2, ovvero
Ker(A — 4I3)% = Span(ey,e3) (in quanto sono linearmente indipendenti). Quest’analisi ci
conferma anche che il polinomio minimo di A & p4(t), in quanto il fattore (¢ — 4) non pud
avere esponente 1, dato che le dimensioni di Ker(A —413) e dimKer(A —413)? sono diverse.
Consideriamo quindi Ker(A—41I3)%: vogliamo scrivere questo nucleo come somma diretta tra
Ker(A—41I3) e un supplementare Uy : dato che dimKer(A—41I3) = 1 e dimKer(A—413)% = 2,
ci basta prendere U; = Span(v) con v € Ker(A —413)?, ma v ¢ Ker(A —413): notiamo che
e3 € Ker(A —41I3)? e e3 ¢ Ker(A — 413), quindi U; = Span(e3) ¢ un buon supplementare:

Ker(A —4I3)* = Ker(A — 413) @ Span(es)

Scriviamo ora Ker(A—41I3) come somma diretta tra 'immagine di Span(es) tramite L 4_47,
e un eventuale supplementare Us:

Ker(A—4I3) = La_a1,(Span(es)) Uz = Span((A—413)(e3)) ®@Us = Span(—ey +3e3) ®Us

notiamo tuttavia che dimKer(A — 4I3) = dimSpan(—e; + 3e3) e dunque Uz = {0}, si ha
cosl

Ker(A — 4I3) = Span(—e; + 3e3) = Ker(A — 413)? = Span(—e1 + 3e3) @ Span(es)
Giungiamo cosi alla conclusione che una base di Jordan per A ¢ data da

B ={—8e; 4+ 9es + 9e3, —e1 + 3es, e3}
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Verifichiamo che effettivamente ¢ cosi: troviamo la matrice associata a L 4 nella base B

1
[A . (—861 + 9ey + 963)}3 = [—861 + 9ey + 963]3 =10
0
0
[A (*61 -+ 363)]3 = [4(761 + 363)]3 =4
0
0
[A : 63}3 = [—61 + 763]3 = [—61 + 3es + 463]3 =11
4
e quindi
1 0 0
ME(@LA ) =10 4 1
0 0 4

che & proprio la forma di Jordan di A: J(A) = ME(L4).
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18 Esercitazione 21-03-2022

18.1 Esercizio 1

Sia V' un K-spazio vettoriale, f € T(V) e dimV =n. Sia J(f) la forma di Jordan di f, de-
finita da J(f) = J(A, n), ovvero una forma costituita da un unico blocco. Quanti sottospazi
f-invarianti di V' ci sono? Che dimensione hanno?

Soluzione: Cominciamo notando una cosa importante: esistono 2 sottospazi f-invarianti
ovvi, che sono V e {0}, di cui sappiamo anche le dimensioni, ovvero n e 0. D’ora in poi ci
concentreremo solo su sottospazi propri non banali e tenteremo di dare una risposta alle due
domande.

Osserviamo innanzitutto che, a meno di passare a g = f — Aidy, possiamo assumere A = 0:
in questo modo ogni sottospazio di V' f-invariante ¢ anche un sottospazio g-invariante (in
poche parole, se A & non nullo, posso costruire un’applicazione g, dipendente da f e nilpo-
tente). Questa considerazione ci permette di poter assumere f nilpotente.

Cerchiamo alcuni sottospazi f invarianti che conosciamo per questioni teoriche: il primo
esempio & Ker f* (siamo ancora sotto I'ipotesi che A = 0); sappiamo inoltre che dimKer f* =
kVk =1,...,n in quanto la forma di Jordan di f ha per ipotesi la forma

0 1 0
sp=domn=|"" "0
o 1
0 0 0

e ogni sua potenza ha la forma (visto a teoria)

J(H" = (8 J(03n0h+1))

e dato che la prima colonna del blocco di Jordan & nulla, il rango di J(f)" & n — h e dunque
dimKerJ(f)" = dimKerf* = h. Ma allora per ogni k € {1,...,n} esiste almeno un sotto-
spazio f invariante.

Sia ora W C V f-invariante e consideriamo p fiy - Per ragioni teoriche . |s e dato
che f & nilpotente (ovvero esiste r > 0 tale per cui f7 = 0) py = t° per un qualche s < n,
ma allora L, = t® per un qualche a < s; sappiamo inoltre che Pf, = t4mW. da tutto cid
segue banalmente che flféfjmw = 0e quindi W C Kerf®mW (in quanto fiw : W — W),

ma abbiamo dimostrato sopra che dimKerf" = h e quindi dimKerf¥™W = dimW: per

contenimento e uguaglianza dimensionale Ker f* = W.

Abbiamo cosi dimostrato che, sotto I'ipotesi che la forma di Jordan di f sia costituita da un
unico blocco, tutti e soli i sottospazi f-invarianti di V sono i sottospazi del tipo Kerf* con
k=0,...,n, 1 quali hanno tutti dimensione k = 0, ..., n.

18.2 Esercizio 2

Sia V un K-spazio vettoriale, f € T(V) e dimV = n. Sia J(f) la forma di Jordan di f,
definita da J(f) = diag(J(\, k), J(u,n — k)), ovvero una forma costituita da 2 blocchi, con
1 # X\ Quanti sottospazi f-invarianti di V' ci sono? Che dimensione hanno?

Soluzioni: Ragioniamo come nell’Esercizio precedente: cerchiamo una famiglia di sotto-
spazi e poi verifichiamo se quelli sono tutti i sottospazi che possiamo avere.

Sicuramente Ker(f — Midy)" e Ker(f — pidy)® con r,s € N sono f-invarianti (in quanto
(f —Xidy)" e (f — pidy)® commutano con f): quanto vale la loro dimensione? Ovviamente
Ker(f — Xidy)" C V§ e Ker(f — pidy)® C V,;, che sono distinti in quanto p # A =
Ker(f — Midy)" = Ker(f — )\idv)rv/ © {0} C VY@V, =V (in quanto pz e A sono gli unici
autovalori di f e dunque, per decorﬁposizione primaria, V' puo essere scritto come somma
diretta degli autospazi generalizzati di f relativi a A e p). Per quanto dicono le ipotesi, la

forma di Jordan di (f — /\idv)‘rv, e costituita da un unico blocco di dimensione uguale alla
A
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dimensione dell’autospazio generalizzato Vy: possiamo allora ragionare come nell’Esercizio
1 e arrivare ad affermare che dimKer(f — Aidy )" = r. Di conseguenza, possiamo conside-
rare Ker(f — Midy)” @ Ker(f — pidy)®: dato che entrambi i sottospazi sono f-invarianti
anche la loro somma e f-invariante e ha, per Grassmann, dimensione pari alla somma delle
dimensioni.

Notiamo che, a differenza dell’Esercizio precedente, non esiste un unico sottospazio di di-
mensione k: infatti, basta considerare anche soltanto il caso k = 1: sia Ker(f — Aidy) che
Ker(f — pidy) hanno dimensione 1 (ma anche in questo caso per ogni dimensione esiste
almeno un sottospazio di quella dimensione, costruibile come somma diretta dei nuclei delle
potenze di f — Aidy e f — pidy).

Vogliamo ora caratterizzare i sottospazi f-invarianti rispetto a f: sia W C V' f-invariante
con dimW = h. Il polinomio minimo di f ristretto a W divide per ragioni teoriche p:
1, lwy e dunque pp = (¢t — A (t — p)*". Per di pitt il polinomio caratteristico di f
ristretto a W e py, = (t— A)¢(t—p)? con a+b = h. Ragionando come nell’Esercizio 1 si ha

che W C Ker(f — Xidy)* @ Ker(f — pidy)? e per contenimento e uguaglianza dimensionale
si ha che W = Ker(f — Xidy)® @ Ker(f — pidy)®.

Anche in questo caso abbiamo trovato tutti e soli i sottospazi f-invarianti.

Osservazione: Lo stesso ragionamento si adatta nel caso in cui la forma di Jordan sia
costituita da s blocchi distinti (tutti relativi ad autovalori distinti).

18.3 Esercizio 3
Sia f € T(V) tale che la sua forma di Jordan sia

A0 0 0 0

0 X 1 0 0 J(A1, 1) 0 0
JfH=l0o 0 xn 0 0= 0 J(X,2) 0

0 0 0 A 1 0 0 J(s,2)

0 0 0 0 s

con A\ # Ay # A3 autovalori di f. Contare gli autospazi f-invarianti.

Soluzione: Seguendo il ragionamento dei due Esercizi precedenti, si ha che le dimensioni
entro cui variano gli autospazi f-invarianti stanno tra 0 e 5: contiamo gli autospazi per
dimensione:

- Quanti sottospazi di V' f-invarianti dimensione 0 ci sono? Ovviamente solo 1, che & quello
banale.

- Quanti sottospazi di dimensione 1 ci sono? Ce ne sono tanti quante sono le soluzioni
non negative di a + b+ ¢ = 1, ovvero 3: (a,b,¢) = (1,0,0);(0,1,0);(0,0,1) (Stars & Bars).

- Quanti sottospazi di dimensione 2 ci sono? Ovviamente tutti i sottospazi del tipo Ker(f —
Aitdy) @ Ker(f — Ajidy) hanno dimensione 2 e ce ne sono esattamente 3. In piu, dobbiamo
aggiungere gli altri due sottospazi Ker(f—oidy)? e Ker(f —Azidy)? (non Ker(f—Ayidy)?
in quanto il suo blocco di Jordan ha ordine 1 e quindi dimKer(f — Ajidy)? = dimKer(f —
Aridy) = 1).

- Quanti sottospazi di dimensione 3 ci sono? Ci sono Ker(f — Aaidy)? & Ker(f — Aiidy),
Ker(f —Xaidy)? @ Ker(f — A\zidy ), Ker(f — \sidy)? @ Ker(f — Aiidy), Ker(f — \zidy)? @
Ker(f — Aidy), Ker(f — Aidy) @ Ker(f — A\idy) @ Ker(f — Asidy).

- Quanti sottospazi di dimensione 4 ci sono? Ci sono Ker(f — \yidy )% @ Ker(f — \jidy) ®
Ker(f — Xsidy), Ker(f — A\3idy)? @ Ker(f — \oidy )2, Ker(f — Xoidy) @ Ker(f — M\iidy) @
Ker(f — Azidy )%

- Quanti sottospazi di dimensione 5 ci sono? C’¢ ovviamente il solo V.
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18.4 Esercizio 4

Sia K un campo infinito e sia V' un K-spazio vettoriale di dimensione n. Sia f € T(V) e sia
J(f) la forma di Jordan di f definita da due blocchi relativi allo stesso autovalore

T = (J(Ao’k) J()\,g - k))

Dimostrare che esistono infiniti sottospazi f-invarianti.

Dimostrazione. Facciamo la medesima osservazione fatta nell’Esercizio 1: senza perdita di
generalita, posto g = f — Aidy, assumiamo A = 0. D’ora in poi indicheremo con U e W i
sottospazi generati dai primi k e dai successivi n — k vettori di una base di Jordan di f; in
particolare chiamiamo J(f,) = J(0,k) e J(f},,) = J(0,n — k): notiamo che in entrambi gli
spazi U e W f-invarianti sappiamo quali e quanti sottospazi f-invarianti abbiamo (Esercizio
1). In particolare, le basi di Jordan per U e W sono cicliche, ovvero della forma B =
{f*Y(w), f*2(u), ..., f(u),u} C U e D = {f"*L(w), f 2(w),.., f(w),w} C W ein
piu BUD C V ¢ una base di Jordan per f.

Notiamo inoltre che conosciamo la dimensione di Kerf¢, infatti dimKer f* = dimKerJ(f)'
ovvero

J(f) = (J(%’ g J(o,,?_ /.g)>i - (J(Oék)i J(O,no— k)i> B (J(()’ ' 0 Bk J(0,n — 2 —i+ 1))

e per quanto visto a teoria il rango di questa matrice & rnkJ(f)* = max0, k — i+mazn — k — 1,0
e dunque, se i < k, si ha che rnkJ(f)! = k—i+n—k—i = n—2i e dunque, per la formula di
nucleo e immagine dimKerJ(f)" =n—n+2i = 2i; se i > k, si ha che rnkJ(f)! =n—k—i

e quindi, per la formula di nucleo e immagine dimKerJ(f)! = n—n+k+i = k + i
riassumendo

2t i<k

dimKerf! = o
k+i 1>k

Fissiamo adesso a € K: vogliamo costruire per ogni « una famiglia di sottospazi: definiamo

o ) Span(fit(u+ow),...,u+aw) i<k (Notare che sono distinti al variare di o e dunque sono infiniti)
T Span(fE (u + aw), w4 qw, fEW), L f(w) 0>k

Osserviamo che in questo modo u,w ¢ V&, ma se consideriamo V& + Vf (con 8 € K), si ha

che w € Vj* + Viﬂ e per di pin V;* + Viﬁ # Vi, Vf e quindi V{* # Vf: abbiamo cosl un numero

di sottospazi f-invarianti pari almeno alla cardinalita di K, in quanto, facendo variare il

parametro di riferimento, varia il sottospazio associato definito come sopra; ma dato che

K & infinito per ipotesi, otteniamo una famiglia infinita di sottospazi f-invarianti per ogni

dimensione compresa tra 1 e n — 1.

18.5 Esercizio 5

Sia A € M(3,R) definita da
3
A= |-

0 2
1 2 3
100

Si trovi, se esiste, una base di Jordan per A.

Soluzione: Cominciamo cercando il polinomio caratteristico di A:

t—=3 0 -2
pa(t) =det(tl, —A)=det [ 1 t—2 3| =(@t-2)[t—-3)t+2]=(t—-2)>t—1)
1 0t

Dato che il polinomio caratteristico di A & completamente fattorizzabile, A & triangolabile e
ammette una forma di Jordan. In particolare, notiamo che I’autovalore 1 ha ma(1, A) =1
e dunque mg(1, A) = dimKer(1,A) = d1(1, A) = 1, ovvero l'autovalore 1 contribuisce nella
forma di Jordan di A con un unico blocco di ordine 1. Per decomposizione primaria possiamo
scrivere

R3 = Ker(A — I;) ® Ker(A — 2I3)?
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Per quanto visto a teoria ci basta dunque trovare due basi cicliche, una per Ker(A — I3)? e
una per Ker(A — I3): dato che Ker(A — I3) ha dimensione 1, una sua base ciclica ¢ data
banalmente da un autovettore: cerchiamolo:

T 2 0 2 T 0
K@T(A—Ig):{ y| eRr? -1 1 3 y] =10 }
z -1 0 -1 z 0
che si traduce nel sistema
20 +22=0
—z+y+32=0
—x—2z=0
che ha per soluzioni x = —z, y = —4z, ovvero
-1 -1
Ker(A—1I3) = {z —4 z € R} = Span(| —4 |) = Span(—e; — 4des + e3)
1 1

e dunque il vettore —e; —4es+e3 € un autovettore per A relativo all’autovalore 1 e puo essere
considerato il primo vettore della base di Jordan di A. Focalizziamoci adesso su Ker(A —
2I3)?: tentiamo di trovare una sua base ciclica. Cominciamo considerando Ker(A — 213):

T 1 0 2 T 0
Ker(A—ng):{ y | € R -1 0 3 ]-{y]l=10 }
z -1 0 -2 z 0

e dato che la matrice A — 2[5 (scritta sopra) ha ovviamente rnk(A — 2I3) = 2 (e quindi
dimKer(A — 213)? = 1) e la seconda colonna nulla, si ha che banalmente Ker(A — 213) =
Span(ey). Invece, consideriamo Ker(A — 213)?: troviamo prima la matrice (A — 213)?:

1 0 2 1 0 2 -1 0 -2
(A-2*=|-1 0 3]-|-1 0 3|=|-40 -8
-1 0 -2 -1 0 -2 1 0 2

e quindi si ha che

x -1 0 -2 T 0
Ker(A—213)2:{ yleR*| | -4 0 =8| -[y] =10 }
z 1 0 2 z 0
che si traduce nel sistema
—x—22=0
—4z —82z=10
r+22=0
che ha per soluzione z = —2z, ovvero
—2z -2 0
Ker(A—ng)Qz{ Y y,zeR}:{z 0 |+y|[1l y,zER}:
z 1 0
-2 0
=Span(| 0 |,[1])= Span(—2e1 + e3,e2)
1 0

Per quanto visto a teoria dobbiamo ora scrivere Ker(A — 2I3)? come somma diretta tra
Ker(A — 2I3) e un supplementare Uy:

Ker(A —2I3)* = Ker(A —2I3) & Uy

Come determiniamo U;? Basta pensare che Ker(A —2I3) & generato da ey, che & un vettore
di Ker(A — 21I3)?, dunque basta che U; = Span(—2e; + e3) in modo tale che la somma sia
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diretta (non c’¢ neanche bisogno di dimostrarlo in quanto sappiamo gia che i due vettori
formano una base di Ker(A — 213)?!).

Procediamo con 'algoritmo: scriviamo ora Ker(A—21I3) come somma diretta tra L4 —or, (U1)
e un altro eventuale supplementare Us: dato che L4_sy, € iniettiva sulla restrizione a U,
(ricordiamo che Kerf,, = Kerf NW e in questo caso KerL s o5, NU; = 0 in quanto sono
in somma diretta) e quindi preserva le dimensione: dato che dimU; = dimKer(A—2I5) =1
si ha che Uy = {0}: quindi, basta calcolarsi La_ar, (U1) = Span(La—2r,(—2e1 + e3)) per
ottenere il sottospazio che genera Ker(A — 213):

1 0 2 —2 0
Laor,(—2e1+e3)=|-1 0 3 |-[0|=[5]=05e
-1 0 -2 1 0

e quindi si ha che La_o5, (U1) = Span(5ez), da cui
Ker(A —2I3)? = Ker(A — 2I3) @ Span(—2e; + e3) = Span(5ez) ® Span(—2e; + e3)
e dunque una base ciclica per Ker(A — 2I3)? ¢ data da Brer(a—215)2 = {5e2, —2e1 + e3}.

Si ha cosi che
B = {761 — 462 + e3, 562, 7261 + 63}

& una base che Jordanizza A.
Facciamo vedere che effettivamente funziona, troviamo la matrice associata a L 4 nella base
B:

1
[A-(—e1—4dez +e3)]p =[—e1 —dea tes]p = | 0
0
0
(A Seals = (106l = 2 5ea) = | 2
0
0
[A (—261 + 63)]3 = [—461 + 5eq + 263]3 = [2(—261 + 63) =+ 562]3 =1
2

e infatti, come voluto, la matrice associata ad A in questa base &

1 0 0
ME(@La)=10 2 1
0 0 2
18.6 Esercizio 6
Sia A € M(3,R) definita da
-1 -2 2
A=\ 7 6 -3
1 1 0

Determinare la sua forma di Jordan e, se non esiste, determinare la sua forma di Jordan reale.

Soluzione: Per prima cosa determiniamo il polinomio caratteristico di A:

t+1 2 =2
pa(t) =det(tl, —A)=| =7 t—6 3 | =(t—1)(t>*—4t+5)
-1 -1

Notiamo che il polinomio non & completamente fattorizzabile e dunque A non ammette una
forma di Jordan: cerchiamo dunque la sua forma di Jordan reale. Scomponiamo dunque il
polinomio caratteristico in C:

pat) =t —1)(* -4t +5) = (t —1)(t —2—i)(t —2+1)
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Se vediamo A come matrice complessa, essa ¢ diagonalizzabile, in quanto il suo polinomio
caratteristico ha tutti autovalori di molteplicita algebrica 1 (e dunque anche di molteplicita
geometrica 1) e la sua forma di Jordan &

1 0 0
Je(A)=[0 2—34 0
0 0 241

Come e fatta allora la forma di Jordan reale di A? Per quanto visto a teoria, i blocchi relativi
agli autovalori reali sono identici, mentre al posto dei due blocchi relativi agli autovalori
complessi, dobbiamo mettere un unico blocco di Jordan reale relativo a uno solo dei due
autovalori complessi: scegliamo ad esempio 2 + i: dato che R(2+1i) =2 e J(2+41¢) =1, per
quanto visto a teoria il blocco reale relativo all’autovalore complesso ha la forma

RE2+14) TJ2+9)) (2 1
-J(241i) RE2+4))  \-1 2
e quindi la forma di Jordan reale di A & del tipo
1 0 0
Jr(A) =10 2 1
0 -1 2

18.7 Centralizzatore: alcuni appunti

Sia A € M(n,K), definiamo il centralizzatore di A come
CA)={MeMn,K)|A-M=M - A}

ovvero come l'insieme delle matrici (della stessa taglia e definite sullo stesso campo) che
commutano con A.

C(A) & un sottospazio vettoriale di M (n,K).

Se B € C(A), allora A € C(B); per di pit1 se P € M(n,K) tale per cui P-A = A-PT, allora
si ha anche che B € C(P), da cui segue che, se chiamiamo Wp 'insieme

Wp={McMnK)|M-B=B-M"}

allora Wp C C(A).

Notiamo inoltre che Vk > 0, A¥ € C(A).

Sia poi S C M(n,K), definiamo C(S) ={M € M(n,K) | M - X =X -M VX € S}, ovvero
come l'insieme delle matrici che commutano con tutte le matrici di S. Se poi S’ C S, allora
C(S) c C(Y), infatti se M commuta con tutte le matrici di S, allora commuta anche con
le matrici di S’ (dato che S’ & un sottoinsieme).

Infine, per quanto visto nell’Esercizio 2 dell’esercitazione del 07/12/21, il centro di M (n,K)
e I'insieme dei multipli dell’identita, ovvero Span(I,), e dunque Span(I,,) € C(M) per ogni
matrice quadrata di taglia n (ovvero il centralizzatore non ¢ un sottospazio banale), da cui
otteniamo anche che Vo, A € K (con a # 0)

ClaA+ A\, = C(A)

18.8 Esercizio 7
Siano Ay, A2 € M(n,K) due matrici simili (A; ~ Ag), si dimostri che C'(4;) = C(Az).
Dimostrazione. Per ipotesi Ay ~ Ay e dunque 3N € GL(n,K) tale per cui

Ay =N-Ay-N7!

E facile vedere che se M € C(A;) (ovvero M - Ay = Ay - M), allora N - M - N~! € C(4y),
infatti
N-M-N' A =N-M-N1'.N-A -N'=N-M-A, -N'=

=N-Ay M- N1=N-A, - NV N-M-N'=A4,-N-M-N~!
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Notare che vale anche il viceversa, la cui dimostrazione ¢ identica.
Se definiamo allora
®:C(A) — C(Ay) M~ N-M-N*

abbiamo che questa mappa ¢ una bigezione tra i due sottospazi (N.B. La mappa ¢ ben definita
in quanto N & univocamente determinata). Mostriamo che questa mappa & un omomorfismo:

- linearita: Siano My, My € C(4;), allora

O(My+ My)=N-(My+My) - N'=N-My-N"'+N-My- N' = (M) + &(My)

- omogeneita: Siano M € C(A;) e p € K, allora
®(uM) =N - (uM)-N"'=puN-M-N~" = u®(M)

e dunque e un’applicazione lineare: essendo anche bigettiva si ha che ® & un isomorfismo e
quindi che C(A;) 2 C(A3) (e dunque in particolare hanno la stessa dimensione).
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19 Esercitazione 25-03-2022

19.1 Esercizio 1

Sia A € M(n,K) triangolabile tale che la sua forma di Jordan sia costituita da un unico
blocco, ovvero J(A) = J(A,n), con A € K. Si dimostri che dimC(A4) = n.

Dimostrazione. Per quanto visto nell’Esercizio 7 della scorsa esercitazione, se due matrici
sono simili, allora i loro centralizzatori sono isomorfi e dato che banalmente A ~ J(A), si ha
che C(A) = C(J(A\,n)). Per di pil, per quanto detto nella scorsa esercitazione a proposito
dei centralizzatori, si ha che C(J(A,n)) = C(J(A\,n)—AI,) = C(J(0,n)): per trovare dunque
dimC(A) possiamo ridurci a trovare dimC(J(0,n)).

Sia M € M (n,K): scriviamola in funzione delle sue righe/colonne

My
M = M2 = (M*]...|M™)
M,
Moltiplichiamola a destra per J(0,n):

M, 0 1 0
Mg =M 00 0
DR - E 1
Mn 0 0 0

Osserviamo che la prima colonna di questo prodotto € nulla, in quanto la prima colonna di
J(0,n) & nulla. La seconda colonna invece ha nell’elemento di riga 1, il primo elemento di
M, nell’elemento di riga 2, il secondo elemento di M e cosi via, ovvero la seconda colonna
del prodotto e la prima colonna di M: ragionando nella stessa maniera otteniamo che la
colonna i-esima del prodotto ¢ uguale alla colonna (i — 1)-esima di M, ovvero

M - J(0,n) = (0|M*]..| M"Y

Svolgiamo adesso 1’altro prodotto: ponendoli uguali otterremo la condizione di appartenenza
al centralizzatore.

0 1 0
Jomy-m= 00 Oy
R |
00 ... O

Osserviamo che la prima riga di questa colonna e costituita nel modo seguente: nell’entrata
1,1 ha l’elemento di riga 2 e colonna 1 di M, nell’entrata 1,2 ha l’elemento di riga 2 e
colonna 2 di M e cosi via, ovvero la prima riga del prodotto ¢ uguale alla seconda riga di
M: ragionando nella stessa maniera otteniamo che la riga i-esima del prodotto e uguale alla
riga (i + 1)-esima di M; l'ultima riga ¢ invece nulla in quanto I'ultima riga di J(0,n) lo &.
Si ha cosi che il prodotto e

Mo

Ponendo uguali i due prodotti otteniamo la condizione di appartenenza al centralizzatore:

M,
Mn = (0|M*]... . M"™ 1)
0

Ragioniamo adesso sulle colonne della matrice a sinistra: la prima colonna ad esempio
contiene tutti gli elementi della prima colonna di M eccetto il primo e sappiamo che essa
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deve essere uguale alla prima colonna della matrice di destra, che ¢ nulla: dunque tutta la
prima colonna della matrice M (eccetto il primo elemento) deve essere nulla, ovvero

mi1

0
M =

0
Andiamo avanti, rifacendoci ancora all’uguaglianza di prima: sappiamo che la seconda co-
lonna della matrice di sinistra contiene tutti gli elementi della seconda colonna di M eccetto
il primo e sappiamo che essa deve essere uguale alla seconda colonna della matrice di destra,
che & la M appena trovata e dunque tutta la seconda colonna di M, ad eccezione dei primi

due elementi, deve essere nulla e per di piu il secondo elemento di questa colonna e uguale
al primo elemento di M?, ovvero si ha che

Ragionando sempre allo stesso modo, iteriamo e otteniamo che la matrice M deve avere una
forma triangolare superiore e i suoi coefficienti devono essere gli stessi per ogni diagonale,
ovvero

ay az as N Qp,

0 aiq a9 . ap—1
M =

. . . . as

0 0 e 0 aiq

dove a; € K Vi € {1,2,...,n}. Abbiamo dunque trovato la forma esplicita di una generica
matrice appartenente al centralizzatore di J(0,n): essa dipende da n parametri liberi e
possiamo vederla come combinazione lineare delle matrici

L., J(0,n), J(0,n)?, ..., J(0,n)"*
ovvero l'insieme
B ={I,,J(0,n),J(0,n)?,...,J(0,n)" 1}

& una base di C(J(0,n)), che ha dunque dimensione dimC(J(0,n)) = n: dato che C(J(0,n)) =
C(J(A,n)) =2 C(A), abbiamo dimostrato che dimC(A) = n.

19.2 Esercizio 2

Sia A € M (n, K) una matrice diagonalizzabile. Dimostra che dimC(A) = 3_, ¢, 4) ma(A, A)?
(dove con ma(A, A) indichiamo la molteplicita algebrica dell’autovalore).

Dimostrazione. Per quanto visto nell’Esercizio 7 della scorsa esercitazione, se due matrici
sono simili, allora i loro centralizzatori sono isomorfi e dato che banalmente A ~ J(A), si
ha che C(A) 2 C(J(\, n)); per di pit dato che A ¢ diagonalizzabile, sappiamo per motivi
teorici che J(A) ¢ costituita da n blocchi e che dunque ¢ diagonale. Consideriamo allora la
matrice

A

A
A2 0

A2)
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Dove sulla diagonale troviamo I’autovalore A7) tante volte quanto vale la sua molteplicita
algebrica. Siaora M € M (n,K) definita come M = (m;;); j=1,....»n. Imponiamo la condizione
di appartenenza a centralizzatore: J(A)-M = M -J(A). Notiamo che nel prodotto a sinistra
lelemento di posto 4,j sara il prodotto della riga i-esima di J(A) con la colonna j-esima
di M, ovvero sara il prodotto tra A; (Pautovalore che sta nella riga i-esima) e m;;, ovvero
Aim;j. A sinistra invece abbiamo esattamente 1'opposto, ovvero A;m;;, dove con A; ancora
una volta designiamo ’autovalore che sta nella colonna j-esima. Dunque la matrice M
appartiene al centralizzatore di J(A) se e solo se Vi, j € N, \jm;; = A\jm;; e questo succede
se e solo se \; = A; o se m;; = 0. Quindi, se ad esempio I'autovalore A1) compare nelle
prime k righe/colonne, allora se 4, j < k si ha che A; = Ay e quindi m;; pud assumere tanti
valori quanto ¢ la cardinalita di K; se invece uno solo dei due ¢ > k, allora i due autovalori
sono sicuramente distinti e quindi si deve avere m;; = 0: questo ci fa capire che la matrice
M ¢ costituita da blocchi quadrati di ordine ma(X(;), A) (con i che varia) ed ¢ fatta come
segue:
M, 0

0 M,
dove M; € M(ma(X;),K)). Dato che le equazioni di commutazione sono soddisfatte,

una matrice come questa commuta con A. Inoltre, poiché questa matrice dipende da
2 resp(a) Ma(A, A)? parametri liberi, una sua base avra cardinalita 2o esp(A) ma(\, A)? e

quindi dimC(J(A)) = 35 csp(a) ma(A, A)? e poiché C(A) = C(J(A)) si ha che dimC(A) =
E)\Esp(A) ma(/\v A)2

Osservazione: da questa dimostrazione segue che se A & diagonalizzabile allora
C(A) = K[4] <= ma(A, A) = 1 VX € sp(A)

Infatti K[A] € C(A), dimK[A] = degua = |sp(A)| (in quanto A ¢ diagonalizzabile) e per
quanto visto ora dimC(A) = 3¢ (a) ma(\, A)?: quindi se ma(\, A) = 1 per ogni auto-
valore dimC(A) = > ycpa) ma(A, A)? = |sp(A)|, da cui C(A) = K[A] per contenimento e
uguaglianza dimensionale. Viceversa se C'(A) = K[A4], allora dimC(A) = dimK[A] e quindi
2o resp(A) ma(\, A)? = |sp(A)]; poiché ma(\, A) > 1, anche ma(\, A)? > 1 e I'unico modo
per far si che ci sia uguaglianza & che ma(\, 4)? = 1, ovvero ma(\, A) = 1.

19.3 Centralizzatore di una matrice: caso generale

Sia A € M(n,K) triangolabile e sia J(A) la sua forma di Jordan:

T(\) 0
J(A2)
J(A) =

0 | J(Ak)

dove con J(};) intendiamo la matrice dai soli blocchi di Jordan relativi all’autovalore \;,
OVVero
J (i, k19) 0
J (i, ko)
J(\i) =

0 J(\i, ki)

Facciamo notare che se M € C(A), allora M preserva gli autospazi generalizzati, ovvero
M(Vy) C Vi, infatti V{ = Ker(A — \il,)™ esewv € Vy allora (A — \I,,)™ (M(v)) =
M(A—X\;I,)™i(v) in quanto M commuta con A, con I,, e con tutte le loro potenze e dunque,
dato che M (A — \;I,,)™i(v) =0 e dunque M (v) € Ker(A— \;I,)™:, ovvero M(Vy ) C Vy .
Dalla decomposizione primaria di V in autospazi generalizzati segue subito che M ha una
forma diagonale a blocchi (in quanto gli autospazi sono M-invarianti), dove ogni blocco
dipende da un autovalore, e ogni blocco ha ordine uguale all’ordine del blocco J(A;) della
forma di Jordan di A (che ¢ uguale all’esponente per cui si stabilizza la successione dei
nuclei relativamente all’autovalore \;). Possiamo dunque restringerci a studiare il caso in
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cui A sia fatta da blocchi relativi a un solo autovalore: una volta scoperto questo possiamo
generalizzare quanto detto al caso pilt ampio.

Sia dunque A triangolare e tale per cui la sua forma di Jordan sia costituita da s blocchi
relativi allo stesso autovalore
J(A k1) 0
J(A ko)
J(A) =
0 J()\7 ks)

Sia ora M € M(n,K) tale per cui M € C(J(A)) = C(A): possiamo pensare M fatta a
blocchi come segue

My My ... My,

Moy Msy ... Mo,
M= . . . )

Msl M82 R Mss

tale per cui i blocchi sulla diagonale abbiano la stessa dimensione dei blocchi di Jordan
di J(A) (sono in egual numero e richiediamo che dimJ (X, k1) = dimMuy,...,dimJ (N, ks) =
dimMss). Imponendo la commutativita otteniamo che A- M =M - A = J(\ k;) - M;; =
M;; - J(X\ kj) (infatti la matrice di Jordan contiene 0 dappertutto tranne che sui blocchi
sulla diagonale): tale equazione ci pone delle restrizioni su come sono fatte le matrici che
stanno in C(A). Si ha in particolare che J(\ k;) - My; = My; - J(\ k;) da cui segue che
M;; € K[J(A, k).

19.4 Esercizio 3

Sia F/K un’estensione di campi e sia A € M(n,K). Si dimostri che p14 = pa,, ovvero che il
polinomio minimo di una matrice non varia al variare del campo su cui definiamo la matrice.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che ¢ € I(A) = ¢q(A) = 0 e che ¢ € K[t]: dato
che K C F si ha che K[t] C F[¢] e quindi possiamo pensare ¢ come un polinomio a coefficienti
in F, ovvero ¢r(A) = 0: ma allora risulta naturale 'inclusione I(A) C I(Ap) che implica che
pa € I(A) C I(Ar) = (pag) = paglpa.

Pensando ora alla definizione di grado di polinomio minimo, ovvero degua = min{s|3Jay, ...,
as_1 € K : M*+ 37"} a;M* = 0} e possiamo vedere questa combinazione lineare come
un sistema a coefficienti in K, ovvero agl, + a1 A + ... + as_1 A1 + A5 = 0: ma sappiamo
che un sistema a coefficienti in K ha soluzione in K se e solo ce I’ha in F in quanto A €
M(n,K) C M(n,F). Ma dunque degua = degua, in quanto s & lo stesso sia per la matrice
considerata in M (n,K) che per la stessa considerata in M (n,TF).

Dunque, dato che uno divide I'altro, sono entrambi monici e hanno lo stesso grado si ha
I'uguaglianza.

19.5 Esercizio 4
Sia A € M(6,R) definita da

3 -2 1 0 2 =2
2 1 0 1 0 -2
0 O 1 -2 0 0
A= 0 0 2 1 0 0
o 2 -1 0 1 -2
2 0 0 0 2 -1

Si calcoli la forma di Jordan reale di A e si determini una base di Jordan reale per A.
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Soluzione: Cominciamo calcolando il polinomio caratteristico di A con una tecnica furba:

-3 2 -1 0 -2 2
2 t—1 0 -1 0 2
0 0 t-1 2 0 0
pa(t) = det(tl, — A) = det 0 0 9 -1 0 0 =
0o -2 1 0 t—1 2
2 0 0 0 -2 t+1
T
t—3 2 -1 0 -2 2 t—3 -2 0 0 0 -2
2 t—-1 0 -1 0 2 2 t—1 0 0 -2 0
0 0 t—1 2 0 0 1 0 t—1 -2 1 0
det| g 0 -2 t—1 0 0 =det] o 1 9 41 0 0
0o -2 1 0 t—1 2 2 0 0 0 t—1 -2
2 0 0 0 -2 t+1 2 2 0 0 2 t41

Sappiamo ora che questa matrice puo essere considerata come una matrice nella base canoni-
ca: se effettuiamo un cambio di base da B = {e1, e2, e3,e4,¢€5,e6} in B’ = {es, eq, €1, €2, €5,€6}
otteniamo

t—3 -2

o 0 0 -2 0O 0 t-3 -2 0 -2
2 ¢t—1 0 0 -2 0 O 0 2 t—1 -2 0
100 t-1 -2 1 o0 f~1 -2 -1 0 1 0

=det| o 1 9 41 o |=%®| 5 + 1 o 1 o o
2 0 0 0 t—1 -2 0O 0 -2 0 t-1 -2
2 2 0 0 2 t+1 o 0 2 2 2 t+1

f—1 -2 -1 0 1 0
2 ¢t-1 0 -1 0 0
0 0 t-3 -2 0 -2
=detl g 9 2 4-1 —2 0
0 0 -2 0 t—1 -2
o 0 2 2 2 t+1

Dove l'ultima uguaglianza & giustificata dal fatto che invertiamo prima e terza riga (e dunque
dovremo moltiplicare per (—1)? = 1) e invertiamo seconda e quarta riga (e dunque dovremo

moltiplicare per (—1)? = 1). Questa nuova matrice & diagonale a blocchi e dunque calcolarne
il determinante € piu semplice! In particolare si ha che

f—1 -2 -1 0 1 0
9 t-1 0 -1 0 o0 t—3 -2 0 -2
0 0 t-3 -2 0 2| , t—1 -2 0
det| o o o 41 _9 o |=lE=DTHAdetf 0 g T
0 0 -2 0 t-1 -2 9 2 2 t+1
o 0 2 2 2 {41

t—3 -2 0 -2 t—3 -2 0 -2
2 t—1 -2 0 R4— R4+ Ry 2 t—1 -2 0 Cy—C1—-Cy
det | 5 g 41 9 det | 5 g 41 9
2 2 2 t41 t—1 0 2 t—1
t—1 -2 0 -2

C1—C1—Cy det
T

o o |
o
~+
|
—_
|
I\

e anch’essa ¢ diagonale a blocchi e quindi
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e dunque il determinante originale e

t—-3 2 -1 0 -2 2
-2 t—-1 0 -1 0 2
3 o 0 t—1 2 0 0 |_ ., 3
paty=det | o o T T o o |=@—2+5)
0o -2 1 0 t—1 2
-2 0 0 0 -2 t+1

che non ha radici reali. Cerchiamo dunque la sua scomposizione in C e consideriamo A come
una matrice a coefficienti complessi (troviamo cioeé la sua forma di Jordan complessa): si ha
chet? =2t +5=0<+=t=1+2i e dunque (t* — 2t +5)3 = (t — 1 —2i)3(t — 1 +2)3. Si ha
dunque che

CO = Ker(A— (1-2i)Is)* @ Ker(A — (1 + 2i)I5)*
Possiamo limitarci a studiare Ker(A — (1 — 2i)I)% in quanto 1 — 2i e 1 + 2i sono coniugati
(ci basta trovare una base di Jordan per 1 — 24). Troviamo allora Ker(A — (1 —2i)Ig)3: per
prima cosa determiniamo dimKer(A — (1 — 2i)I) ovvero della matrice

242 -2 1 0 2 -2
2 2 0 1 0 -2
. 0 0 2 -2 0 0
A-(=2)Is=1| o o 5 9 0
0 2 -1 0 2 -2

2 0 0 0 2 26-1)

troviamo il rango di questa matrice: notiamo che le prime 2 colonne sono linearmente
indipendenti per la posizione degli zeri. Mostriamo che la terza non sta nello Span delle
prime due colonne: mostriamo che non esistono «, 8 € C tali che

2a0 + 2ice — 208 1
200+ 2if8 0

0 N

0 Tl 2
25 -1

2c 0

In effetti tali parametri non esistono in quanto le posizioni 3 e 4 sono fisse e nulle.

Mostriamo che la quarta colonna non sta nello Span delle prime 3: mostriamo che non
esistono «, 3,7 € C tali che

200 + 2ice — 20 + 0
200+ 2if 1
24y -2
2y I
28—~ 0

2c 0
Dall’'ultima otteniamo « = 0, dalla terza e dalla quarta v = i, dalla quinta 5 = % sosti-
tuendo nella seconda 2a + 2i5 = 0 + 2@% = —1 non in accordo con quanto scritto.

Terminiamo mostrando che la quinta e la sesta colonna appartengono a Span delle prime
quattro:

9 2+ 9i ) ] 0
0 9 9 0 1
0 0 1o 2 9
ol = 0 +1 0 +0 9 +0 9
9i 0 2 0 0
2 2 0 0 0
) 2+ 9i 9 1 0
9 9 9 0 ]
0 0 0 9i 9
o | =D o [ o [0 TO o
9 0 2 0 0
2(i — 1) 2 0 0 0
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Quindi abbiamo che rnk(A — (1 — 2i)Is) = 4, da cul dimKer(A — (1 —2i)lg) =6 —4 = 2.
Troviamo esplicitamente questo nucleo: dato che la somma tra la prima colonna, la sesta
colonna e —i volta la quinta & uguale al vettore nullo, si ha che e; + eg — ie5 € Ker(A —
(1 —2i)Ig), inoltre anche la somma tra la seconda, i volte la sesta e (i 4+ 1) volte la quinta &
uguale al vettore nullo e quindi anche es + (i 4+ 1)es + ieg € Ker(A — (1 — 2i)Ig) e dunque,
per dimensione si ha che

Ker(A—(1—2i)lg) = Span(e; + eg —ies, ea + (i + 1)es + ieg)

Possiamo gia scrivere la forma di Jordan complessa di A: infatti

J(1 - 2i) 0
Te(4) = ( 0 J(1+2i)>

€ composta da blocchi relativi agli autovalori 1 — 27 e 14 27 ed entrambi questi blocchi anno
ordine 3; inoltre ogni blocco & diviso in altri blocchi, che sono tanti quanti la dimensione
di Ker(A—(1—2i)Ig) e di Ker(A — (1+ 2i)ls): concentrandoci su Ker(A — (1 — 2i)Ig)
sappiamo che e costituito da 2 blocchi e 'ordine totale deve essere 3, dunque avremo un
blocco di ordine 2 e un blocco di ordine 1:

1—-2; 0 0 0 0 0
0 1—-2; 1 0 0 0
0 0 1—-2¢ 0 0 0
J(C(A) = 0 0 0
0 0 0 J(1+ 2i)
0 0 0

Dato che per quanto visto a teoria i blocchi di Jordan relativi a due autovalori coniugati
sono uguali si ha che la forma completa di Jordan complessa &

1-2 0 0 0 0 0
0 1-2 1 0 0 0
0 0 1-2 0 0 0

Jo(4) = 0 0 0 142 0 0
0 0 0 0 1+2 1
0 0 0 0 0  1+2

Possiamo dunque ricavare la forma di Jordan reale di A che sara del tipo

1 -2 0 0 0 O
21 1 0 0 O
0 0 1 -2 1 0
J(4) = 0 0 2 1 0 1
0o 0 0 0 1 =2
o 0 0 0 2 1

dove abbiamo scelto arbitrariamente ’autovalore 1 — 27 e abbiamo sdoppiato come si € visto
a teoria.

Cerchiamo ora una base reale di Jordan per A: per quanto visto a teoria ci basta tro-
vare una base complessa relativa a Ker(A — (1 — 2i)Is)3.

Sappiamo che dimKer(A—(1—2i)I)% = 3 (& l'autospazio) e che dimKer(A—(1—2i)lI) = 2
(e dunque dimKer(A — (1 — 2i)Is)? = 3): dobbiamo dunque scrivere

Ker(A—(1-2i)I)* = Ker(A—(1—2i)I)®U; = Span(ei+es—ies, ea+(i+1)es+ieg) UL

con U; supplementare di dimensione 1. **DA QUI COLLARI HA PERSO LA VOGLIA
DI USARE I NUMERI ED E PASSATO ALLE LETTERE; NON HO TERMINATO I
CALCOLI PER PIGRIZIA** Scegliendo un v; € Ker(A — (1 — 2i)Ig)? tale per cui v; ¢
Ker(A — (1 — 2i)lg), possiamo prendere U; = Span(vy) e cosi

Ker(A— (1 —2i)Is)* = Ker(A — (1 —2i)Is) @ Span(vy)

Adesso ci basta riscrivere Ker(A—(1—2i)ls) come somma diretta tra L 4 (1 _2;) 7, (Span(vy))
e un eventuale supplementare Us: dato che dimKer(A—(1-2i)ls) = 2 e dimL s_ 121, (Span(vy)) =
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dim(Span(La—(1—2i1,(v1))) = 1 e dunque dimUs = 1: si ha cosi che esistera un vettore u;
tale per cui Uy = Span(up). Si ha cosi che

Ker(A — (1 —2i)Is)? = Span(La_(1—2iy1,(v1)) @ Span(u1) & Span(vy)
e quindi per questioni teoriche una base di Jordan (complessa) ¢ data da
Be = {u1, La_(1—2iy15(v1),v1, 01, La—(1—2i)1, (v1), U1}

e quindi, ancora per questioni teoriche, una base di Jordan reale per A ¢ data da

Br = {m(ul)73(U1)79%(LA—(1721‘)16 (01))73(LA—(1721‘)16 (v1)), R(v1),I(v1)}
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20 Esercitazione 28-03-2022

20.1 Esercizio 1

Diciamo che una matrice S € S, (R) & definita positivase e solose # " -S-x > 0 Vo € R*—{0}.
Se N € GL(n), possiamo utilizzarla per costruire una matrice simmetrica definita positiva,
infatti N7 - N & simmetrica e definita positiva, infatti se # € R® — {0}, allora N -z # 0,
in quanto N & iniettiva, e 27 - NT - N -2 = (N -2)" - (N - z) e questultimo prodotto & la
somma dei quadrati delle coordinate di N - x.
Sia dunque M € M (2n,R) e supponiamo che

n

[ + ol 1) =0

i=1
con «; # aj per ¢ # j. Dimostrare che M si puo scrivere come prodotto tra una matrice

simmetrica definita positiva e una matrice antisimmetrica, ovvero che 35 € So, (R) definita
positiva e 3A € Ay, (R) tali per cui M = S - A.

Dimostrazione. Dato che per ipotesi
n
[[2 + a? 1) =0
i=1

il polinomio
n

P@t) =[] +e?)
i=1
& un polinomio che si annulla quando viene valutato in M, ovvero appartiene a I(M): P(t) €
I(M) ed & per questo un multiplo del polinomio minimo. Dato perd che I(M) C I(Mc),
possiamo pensare P(t) come a un polinomio a coefficienti in C e fattorizzarlo ulteriormente
come segue (fattorizzarlo su C):

P(t) = H(t + ;i) (t — aji)

In particolare, questo polinomio, che contiene tutti fattori irriducibili di grado 1 ed & tale
per cui la molteplicita algebrica delle vari radici ¢ uguale a 1, risulta avere grado uguale a
quello del polinomio caratteristico di M e dunque ¢ uguale a esso in quanto ha il suo stesso
grado e contiene gli stessi fattori irriducibili; per di piu, dato che le molteplicita algebriche
degli autovalori sono tutte 1, si ha che anche il polinomio minimo di M coincide con P(t),
ovvero
P(t) = pm(t) = pa(t)

e in particolare M¢ (M vista come matrice complessa) ¢ diagonalizzabile su C e la sua forma
di Jordan complessa ¢

Oqi
70&11‘
Je(M) =

Qi
—Qupt

Come ¢ fatta la sua forma di Jordan reale? Per quanto visto a teoria essa sara della forma

0 a1
— Q1 0

J]R(M): :Z

Notiamo subito che A & antisimmetrica: dato che A & la forma di Jordan reale di M,
queste due matrici sono simili e dunque esiste una matrice N € GL(2n,K) tale per cui
M=N"1A.N=N"1.(NT)"L.NT.A.N: in questo prodotto abbiamo che NT - A- N ¢&
antisimmetrica, infatti (NT-A-N)T = N-(-=A)-NT = —-NT.A-N, mentre N~ (NT)~1
& simmetrica e definita positiva in quanto N=!- (N 7))~ = (N"H)T)T.((NT)™H T eil resto
segue dall’introduzione fatta all’inizio dell’esercizio.
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20.2 Esempio di prodotto scalare
SiaV=R"esia <-->,,R*"xR" — R (con p+ g =n, p,q € N) la forma bilineare

p

n
<ZT,Y >pqg— Zviwi — Z V;Wj

1=1 Jj=p+1

dove v; ¢ la i-esima coordinata del vettore v e w; ¢ la i-esima coordinata del vettore w. La
matrice associata a < -,- >, , nelle basi canoniche di R" ¢ banalmente

1
MCan(< KN >p>q) =

-1

(dove ci sono p 1 e ¢ -1) in quanto quando applichiamo < -,- >, , ai vettori e;,e; € R™ si
ha:

li=j5<p

<eisej >pg= -l i=7>p

0i#j
Si ha cosi che rnk < -, - >, = 1MkMcan(< -, - >pq) = n e dunque < -, - >, , € non degenere
visto che il suo radicale ha dimensione 0. Per di piu < -,- >, ; € un prodotto scalare, visto
che invertendo il ruolo di v e w otteniamo solo un rovesciamento nei prodotti, che essendo
commutativi in R non danno problemi.
Notiamo tuttavia che se 1 < i <pep < j < n allora < e; +¢ej,e; + e >p 4= 0, infatti
< e tejete >pa=< €€ >pq+ < €6 Spq + < €,65 Spq T < €5,85 >p =
14+0—1+0 = 0 Si ha cosi che il cono isotropo di < -, >, ; non & {0}: CI(< -,- >, 4) # {0}
e dunque tale prodotto scalare non ¢ anisotropo.

Il prodotto scalare < -,- >, ; ¢ molto usato in matematica e di solito la coppia

(R™, < -, >p.q) si denota con R?9.

Il prodotto scalare classico ¢ un caso particolare di questo prodotto scalare, ¢ quello infatti
per cui p =n e ¢ = 0: la coppia (R", < -,- >) si denota con R™° ed & detto spazio euclideo
(lo spazio euclideo ¢ dunque uno spazio vettoriale reale dotato di un prodotto scalare stan-
dard): gli spazi succitati RP*? vengono detti pseudo-euclidei.

Esiste poi un altro spazio molto importante, denotato con R3!, detto spazio di Minkowski:
in questo caso e, es, e3 generano un sottospazio dove < -,- >3 1 e definito positivo (ovvero
Vv € R" —{0} < v,v >3 1> 0) mentre e; genera una retta dove < -,- >3 1 ¢ definito negativo
(ovvero Yv € R™ — {0} < v,v >31< 0); il cono isotropo CI(< -,- >, ,)) ¢ detto cono luce.
Pensando tale spazio come spazio metrico, la metrica < -,- >3 1 (e pill in generale la metrica
< -, >p.1) € detta metrica lorentziana.

20.3 Altro esempio di prodotto scalare

Sia V = C([0,1]) I'R-spazio delle funzioni continue sull’intervallo [0, 1]. Sia w € V tale che
w > 0 su tutto 'intervallo. Definiamo la forma bilineare

< fig>u= / f(@)g(@)w(z) dz

(Questa scrittura ha senso in quanto il prodotto di funzioni continue & una funzione continua
e ogni funzione continua ¢ integrabile).
Notiamo subito che < -,- >, & definito positivo in quanto

-se f >0, allora [ fdx > 0 (dato che f & continua e positiva su un compatto e quindi
ha un minimo ¢ tale che f(zo) > 0 e quindi [ fdz > [x¢dz > 0)

-se f>0e f # 0 (non ¢ la funzione nulla) allora [ fdxz > 0: infatti se f > 0 ma f
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non nulla, allora esiste zy € [0, 1] tale che f(zo) > 0 e quindi, per continuita, esiste un

intervallo [z — €, 20 + €] tale per cui f| oo —e.sg e > 0- Si ha cosl che

1 xro—E€ xo+e 1
/fdx:/ fdx—i—/ fdx—i—/ fdx
0 0 To—€ xo+e

e [T fdx >0, f;0+6fdx206fzo+€fdx>0edunquelasommaé>0.

0 To—€
Si ha allora che

1
< I f = / F(x)w(z) dz > 0

e in particolare si ha uguaglianza se e solo se f2(x)w(z) = 0, ovvero se e solo se f(z) =0
(in quanto w(z) > 0 per ipotesi). Si ha cosi che quanto definito sopra ¢ un prodotto scalare
definito positivo.

20.4 Altro esempio di prodotto scalare

SiaV =6Il, = {M € M(n,R)|tr(M) = 0} lo spazio delle matrici a traccia nulla (N.B.
dim@&l, = n? — 1 in quanto banalmente &I, = Ker(tr) e per la formula delle dimensioni
di nucleo e immagine si ha che dimIm(tr) + dimKer(tr) = 1 + dimSl, = n?, in quan-
to tr : M(n,K) € K ¢ surgettiva e la sua immagine ha dimensione 1: si ha quindi che
dim®&l, = n? —1). Definiamo K, (A, B) come K, (A, B) = 2ntr(A - B) (forma di Killing).
Verifichiamo che quest’applicazione & un prodotto scalare:

- additivita sul primo argomento: K,(A; + As, B) = 2ntr((A; + A2) - B) = 2ntr(4; -
B + A2 . B) = 2?’Lt’f‘(A1 . B) + 2ntT(A2 . B) = Kn(Ah B) + K,L(A27B).

- additivita sul secondo argomento: K, (A,B; + Bs) = 2ntr(A - (B1 + Bs)) = 2ntr(A -
Bl + A- B2) = 2ntr(A . B1) + 2ntr(A . Bg) = Kn(A7 B1) + Kn(A, Bg)

- omogeneita: K, (A, B) = K,(A4,\B) = 2ntr(AA - B) = 2\ntr(A - B) = AK, (A, B).

- trasposizione: K, (A,B)" = K,(B,A) = 2ntr(B - A) e per quanto visto nell’Esercizio
4 dell’esercitazione 12-11-2021 si ha che 2ntr(B - A) = 2nitr(A - B) = K, (A, B).

Cerchiamo di trovare la matrice associata a K5 su &I,: un qualsiasi elemento appartenente

a Gl, ¢ del tipo
a *
x  —a
con a € R e dato che dimS[, = 22 — 1 = 3, una base naturale di &[, ¢ data da

m={= (4 5) o= D)= 0

Troviamo allora ogni entrata della matrice associata a K nella base B:

elemento di posto 1,1: Kg( ((1) _01> , ((1) _01) ) = 2.2tr( ((1) _01)((1) _01) ) =929292=28
elemento di posto 1,2: K2< (é _01) , (8 (1)> ) = 2.2tr( <é _01> . (8 é) ) =2.2.0=
elemento di posto 1,3: Kg( ((1) 01) , (? 8) ) = 2-2tr( <(1) 01) . ((1) 8) ) =220=0

elemento di posto 2,1=elemento di posto 1,2 in quanto prodotto scalare KQ( <8 (1)> , (é _01) ) =0

elemento di posto 2,2: KQ((g (1)>’<8 é)):2-2tr((8 (1)>(8 é)):2~2-020
elemento di posto 2,3: Kg((g é)(? 8))—2~2tr(<8 é)(? 8))_2-2.1_4
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elemento di posto 3,1=elemento di posto 1,3 in quanto prodotto scalare Ko

elemento di posto 3,2=elemento di posto 2,3 in quanto prodotto scalare Kg(

elemento di posto 3,3: K2<<(1) 8),(? 8))—2~2tr(<(1) 8)((1) 8>>—Q~2~0—0

Si ha cosi che la matrice associata al prodotto scalare Ks nella base B ¢ del tipo
8 0 0
Mp(Ky)=1|0 0 4
0 4 0

Notiamo che tale matrice ¢ simmetrica. Per di pit rnkMp(Ks3) = 3 e dunque Ky & non
degenere. Abbiamo quindi trovato un prodotto scalare non degenere sullo spazio delle matrici
2 x 2. Tale prodotto scalare non € né definito positivo, né definito negativo, infatti se

X:(“ b)€6[2
C —Qa

0
Ko(X,X) = [X]} Mp(Ky)-[X]g=(a b ¢) 41 -(b| =8a%+4be

che al variare di a,b,c € R non ha un segno fisso (basta verificare che a = 2,b = 2,¢ = 2
danno un risultato positivo e a = 2,b = 2,¢ = —10 danno un risultato negativo).
Tale prodotto scalare non € neanche semi-definito positivo/negativo: una forma bilineare ¢
si dice semi-definita positiva se

p(v,v) >0 YoeV

(rispettivamente semi-definita negativa con < 0).

20.5 Nota sulle isometrie

Abbiamo visto a lezione che un’isometria ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali che preserva
i prodotti scalari, ovvero se (V,¢) e (W, 1)) sono spazi vettoriali muniti di prodotto scalare
allora f : V — W ¢ un’isometria se e solo se f ¢ un isomorfismo e ¢(v1, v2) = ¥(f(v1), f(v2))
Yui,v0 € V.

Vogliamo far vedere che se dimV = dimW e ¢ & un prodotto scalare definito positivo (o
anche negativo), allora basta che ¢(v1,v2) = ¥(f(v1), f(v2)) affinché f sia un’isometria
(ovvero il fatto che f sia un isomorfismo discende dalle ipotesi). Difatti se dimV = dimW
allora f & un isomorfismo <= f ¢ iniettiva. Sia ora 0 # v € V: dato che ¢ ¢ definito positivo
si ha che 0 < ¢(v,v) = B(f(0), F(0)) — f(v) £ 0 (altrimenti ¥(f(v), /(1)) = $(0,0) = 0)

= f & iniettiva (Nel caso in cui ¢ sia definito negativo la dimostrazione & la stessa).

20.6 Esercizio 1
Dimostrare che (SI[,,K5) & isometrico a R%!.

Dimostrazione. Da quanto visto nelle note precedenti K5 ¢ un prodotto scalare tale che
K3(X, X) = 8a? + 4bc dove
¥ — <a b )
c —a

e in particolare avevamo calcolato esplicitamente Ka(h, h) = 8, Ka(x,x) =0 e Ka(y,y) =0
dove h,z e y sono gli elementi della base B di sopra. Notiamo ora che

Ky(zty,xty) = Ko(z,z) £ 2Ko(z,y) £ Ko(y,y) =0+ 8+ 0 =18

in quanto Ky(z,y) =4 & elemento di posto 2,3 della matrice Mp(K>) scritta sopra. Si ha
allora che l'insieme

;. oy (1 0 (0 1 (0 1
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¢ una base di &Iy (in quanto {h,z,y} sono una base di Gl e quindi se sostituiamo a uno
dei 3 elementi una combinazione lineare dei 3, continuiamo ad avere una base). Sia allora
Mp/(K2) la nuova matrice associata a Ks nella base B’: come & fatta questa matrice? Dato
che abbiamo calcolato esplicitamente Ko(z &+ y, 2 £+ y) (e dato che per la nota precedente
conosciamo ogni combinazione di K5 con le 3 matrici) si ha che

8§ 0 0
Mg/ (K3)=({0 8 0
0 0 -8
che & una matrice diagonale. Se allora chiamiamo
h _
b=y b=l =Y

V8 V8

possiamo costruire un isomorfismo tra Gl e R? che manda 'insieme {by, by, b3} (che & ancora
una base) in una base di R? e che sia un isometria, ovvero che conserva i prodotti scalari:
definiamo ad esempio

f:60, —R3

nel modo seguente:

f(b1) =e1, f(ba) =e2, f(b3)=c¢3

Ovviamente f € un isomorfismo in quanto manda basi in basi. Mostriamo che & anche
un’isometria:
1i=j=1,2
< f(bi),f(bj) >921=< €4,€5 >21= -1 1 :j =3
0i#j
1i=5=1,2
Ky(bi,bj)) =9 -1i=3j=3
0i#j
N.B. Sappiamo che Q@ C R, da cui banalmente Slx(Q) C Gl(R) e Kg = K

R
2len@’
consideriamo lo spazio dotato di prodotto scalare Q*! = (Q3,< -, > 1), dove

R
<. >2’1:< o >2’1\@

. Si ha tuttavia che Gly(Q) non & isometrico a Q*1, questo perché V8 ¢ Q e dunque non
possiamo ”scalare la base” come abbiamo fatto di sopra per rendere uguali i risultati.

20.7 Interpretazione del cono isotropo

Consideriamo R?1. 1l cono isotropo del prodotto scalare < -,- >5 1 &

x T T 0
CI(<-,->2,1)={ Y 6R3‘< y|,ly| >21=10 }
z z z 0
Si ha pero che per definizione
T T
<lvyl,ly >271:x-x+y'yfz-z:zz+y2722
z z
Si ha allora che
T
y| €CI(< - >01) <= 2% +9y? =2°
z

Ci chiediamo allora come e fatto questo oggetto: posizionandoci nello spazio si ha che, con
il variare arbitrario del parametri z (quindi cambiando quota) ’equazione rappresenta una
circonferenza centrata in (0,0,2) e di raggio z giacente nel piano affine parallelo a zy: quando
z = 0 la circonferenza degenera in un punto, se z > 0 si viene a creare invece un cono come
nella figura di sotto (lo stesso se z < 0)
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Ecco dunque svelato il mistero per cui tale insieme si chiama Cono isotropo :).
Analizzando i coni isotropi in R™! otteniamo lo stesso risultato: la condizione di apparte-
nenza ¢
2 2 2 2
]+ T+ .+ T, =T

e ogni volta che tagliamo il cono isotropo con un iperpiano di R”*! (ovvero con un sottospazio
di dimensione n) otteniamo delle sfere n-dimensionali.

20.8 Esercizio 2

Sia ¢ : K[z] x K[z] — K un’applicazione e siano «, € K. Assumiamo charK # 2 e
definiamo ¢ come segue:

o(p,q) = p(a)q(B)

Si dimostri che ¢ € una forma bilineare e si determini la matrice associata a @KW] (poli-

nomio di grado minore o uguale a 2) nella base canonica Can = {1, z,2%}. Si determinino
successivamente Radd(¢>|K2 [m]), Rad, (¢)Iu<2 M) e rnk(@Kz[m]).

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto che ¢ ¢ un prodotto scalare: mostriamo che e

additiva su entrambi gli argomenti, omogenea e che coincide con la sua trasposta:

- additiva sul primo argomento: ¢(p1 +p2,q) = (p1 + p2)(a)q(8) = p1(a)q(B) + p2(a)q(B) =
o(p1,q) + ¢(p2,9).

- additiva sul secondo argomento: ¢(p,q1+¢q2) = p(a)(q1+g2)(8) = p(a)q1(B) +p(a)g2(8) =
d)(p’ ql) + ¢(p7 q?)

- omogenea: ¢(Ap, q) = (Ap)(a)q(B) = Ap(a)q(B) = Ao (p, q).

Costruiamo ora la matrice associata a @sz nella base Canonica di sopra:
elemento di posto 1,1: ¢(1,1)=1-1=1

elemento di posto 1,2: ¢(l,z)=1-5=p
elemento di posto 1,3: ¢(1,2%) =1-(B)? = 5*
elemento di posto 2,1: ¢(z,1)=a-1 =«
elemento di posto 2,2: ¢(z,z) =a - =af
elemento di posto 2,3: ¢(x,2?) = a - (8)? = af?
elemento di posto 3,1: ¢(z2,1) = (a)*-1 = a?
elemento di posto 3,2: ¢(z2,z) = ()-8 =a?p
elemento di posto 3,3: ¢(2?,2?) = (a)? - (B)® = a?3?
Possiamo cosi scrivere facilmente la matrice associata a @sz nella base scelta:
1 s p

Mp(f),,.)=| @ af ap?
a? o?8 af

Notiamo subito che la terza colonna & 32 volte la prima e la seconda colonna & 3 volte la
prima: dato che la prima colonna non ¢ mai nulla (grazie all’l in posizione 1,1) si ha che
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rnk(Mp (¢>|Kz ol )) =1, ovvero Py, ¢ degenere per ogni scelta di a, B € K. Si e visto inoltre
che C3 — B2Ct =0 e C? — BC' = 0 e dunque ’elemento 3 — z e I'elemento 3% — 22 (che sono
linearmente indipendenti per ogni scelta di §) generano il radicale destro di QS‘KW], ovvero
il Rady(¢y,, ;) = Span(B — z, 3% — x?) (in soldoni significa che fissato un qualsiasi p € K[¢]
lapplicazione ¢y, . (p,B—x) = Dl o (p, 3% — %) = 0). Per quanto visto a teoria inoltre si
ha che il radicale sinistro corrisponde a KerMp (¢|K2 - )T: studiamo dunque la matrice

1 « a?
Mp(¢,,.)" =8 ab Ba?
B Bla of

sappiamo che il rango di una matrice e della sua trasposta coincidono e quindi anche

rnkMp (¢|K2 ol )T = 1 e dato che anche in questo caso si ha che C%—32C! =0e C?2—BC* =0

si ha che i polinomi o — x e a?

Span(a — z,a? — x?).

— 22 generano KerM,g;((b‘KW])T ovvero Ry(¢y, ..) =
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21 Esercitazione 04-04-2022

21.1 Esercizio 1
Sia ¢ € PS(R?) un prodotto scalare definito dalla matrice

Mean(@p) =1 -1 2 2
0 2 -1

i) Dimostrare che ¢ & non degenere e che CI(¢) contiene un sottospazio di dimensione 1,
ma nessun sottospazio di dimensione 2.

ii) Dimostrare che esistono U, W C R®, entrambi di dimensione 2, tali per cui ¢|, © non
degenere, ¢, ¢ degenere e UNW C CI(9).

Dimostrazione. i) Per dimostrare che ¢ ¢ non degenere basta mostrare che la matrice
Mcan(¢) ha rango massimo: basta dunque far vedere che il suo determinante & diverso
da 0:

1 -1 0 11 0 1 9
detMegn(¢p) =det | -1 2 2 | =det |0 1 2 | =det <2 _1> =—-1-4=-5
0 2 -1 0 2 1
Si ha quindi che det(¢) ;é 0 ovvero che Rad(¢) = {0}.
Determiniamo ora C1(¢): per definizione
T 1 -1 0 x
{ Y €R3 (xyz) -1 2 2 ||y :0}:
z 0 2 -1 z

{ y ERS‘:U(Iy)+y(:c+2y+22)+z(2yz)0}

x
z{ Y ERg‘m2+2y2—22—2xy+4zy:0}
z

Per mostrare che CI(¢) contiene un sottospazio di dimensione 1, ci basta trovare un vettore
vg € CI(¢) non nullo, infatti da cid seguira che Span(vy) C CI(¢). Per farlo, possiamo
intersecare il cono isotropo con un qualsiasi iperpiano (& 'oggetto piti grande che possiamo
scegliere) di R? (attenzione: non ¢ detto che I'intersezione sia non banale; inoltre non & detto
che se l'intersezione ¢ banale allora il cono isotropo non contiene vettori isotropi diversi da

0), per esempio con
x
A:{ Y €R3‘y:0}
z

x
CI(qS)ﬁA{ Y GR?”:EQZQO}

z

ottenendo

Tale intersezione rappresenta l'unione di due insiemi diversi, quello generato dal vettore
e1 + e3 e quello generato dal vettore e; — e3 ovvero

1 1
CI(¢)NA=Span([{0])USpan(| 0 |)
1 -1

Abbiamo allora trovato un sottospazio (in realtd ne abbiamo trovati 2) di dimensione 1
contenuto in CI(¢). Facciamo vedere che invece non esiste un sottospazio di dimensione
2: assumiamo per assurdo che esista W C R? con dimW = 2 e tale per cui W C CI(¢)
e fissiamo una sua base B = {w,wz}. Vogliamo allora determinare Mp(¢),, ) (che & una
matrice di taglia 2 x 2): dato che W C CI(¢), sisa che ¢p(wi,w1) = 0 e ¢p(wsz, wz) = 0 ovvero
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che le entrate nelle posizioni 1,1 e 2,2 sono degli zeri; inoltre, dato che W e un sottospazio,
w1 +we € W e quindi wy +we € CI(¢), ovvero ¢(wy + we, w1 + we) = 0, ma esplicitando a
sinistra otteniamo ¢(w; + wa, w1 + we) = P(w1, w1) + 2¢(w1, we) + P(we, we) = 2¢(w1, we)
e per transitivita 2¢(wy,ws) = 0 e dato che R & un campo tale per cui charR # 2 si deve
avere necessariamente ¢(w,ws) = 0 e quindi anche le entrate 1,2 e 2,1 sono nulle:

Mpg(d),,) = (8 8)

ovvero la matrice associata al prodotto scalare ¢, nella base B ¢ nulla e dunque ¢, =0
(& la forma bilineare nulla).

Completiamo ora B a una base di R®: sia D = BU {v} = {wy,ws,v} e determiniamo la
matrice Mp(¢): essa avra la forma seguente:

0 0 d(wy,v)
Mp(¢) = 0 0 P(w2,v)
¢(va1) d)(U»wQ) (25(1),1))
Si ha allora che le prime due colonne sono linearmente dipendenti, in quanto differiscono
soltanto di una costante moltiplicativa, e cio & assurdo in quanto dimMp(¢) < 3 e dunque
dimRad(¢) # 0, ovvero ¢ sarebbe degenere, in contraddizione a quanto dimostrato in pre-
cedenza.

i1) Notiamo subito che dim(U N W) > 1, infatti per Grassmann
dim(U + W) = dimU + dimW — dim(U N W) = 4 — dim(U N W)
e poiché dim(U + W) < 3 si ha 4 — dim(U N W) < 3, ovvero dim(U N W) > 1. Inoltre,

per quanto detto nel punto i), non puo essere dim(U N W) = 2, in quanto per ipotesi
UNnW C CI(V) = dim(UNW) = 1. Dal punto i) ad esempio sappiamo che
1
Span(|0|) C CI(¢)
1

Se quindi definiamo U e W come

O =

1
W = Span(| 0| ,w) U = Span( ,u)
1

—_

otteniamo che effettivamente U N W C CI(¢) e che dimU = dimW = 2: ci basta dunque
dare delle condizioni su u e su w per far si che le 2 ipotesi su ¢, e su ¢|, vengano rispettate.
Costruiamo allora le matrici associate a ¢y, e a ¢, (considerando gli Span di sopra come

basi):

1
0 o([0],w)

M(6),) = X !
otw (0] otww)

dato che vogliamo un prodotto scalare degenere su W, questa matrice deve avere rango
minore di 2. Siccome

1
detM(y,, ) = det = —[p(w, [0 ])]?
1

1
affinché rnk(M(¢),,)) < 2 si deve avere detM (¢, ) = 0, ovvero —[¢(w, [ 0 ])]* = 0, ovvero
1
1 1
¢(w, [ 0]) = 0: dobbiamo cercare un vettore w L [ 0 | e che non stia nel cono isotropo (se
1 1
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w € CI(¢), allora si avrebbe W C CI(¢) che & assurdo). Imponiamo allora '’equazione di
ortogonalita:

1 1 -1 0 x
(10, w)y=0=(101)-|-1 2 2 y| =0=
1 0o 2 -1 z
r—y—2+2y=ax+y—2=0
1
ovvero tutti i vettori ortogonali al vettore | O | rispettano quell’equazione. Dobbiamo ora
1

trovare un vettore che rispetti I’equazione z + y — z = 0 e che non stia nel cono isotropo.

Per farlo ci basta intersecare lo spazio {x +y — 2z = 0, z,y,z € R} (che & un iperpiano)

con l'insieme {z% + 2y? — 22 — 22y + 42y # 0, z,y,2 € R} (che & l'equazione di non

appartenenza al cono isotropo): in particolare otteniamo dalla prima z = z + y e dalla

seconda 22 + 2y? — 2% — y? + 22y — 22y + 4wy + 4y* # 0 ovvero y(5y + 4x) # 0. Ci basta

dunque scegliere un vettore che rispetti queste due condizioni per essere sicuri che esso sia
1

ortogonale a | 0 | e non appartenente al cono isotropo. Un esempio ¢ il vettore

1
1
1
2
Infatti2=z=2+y=1+1e1(54+4) =9 # 0. Si ha cosi che il sottospazio

1 1
W =Span({0],[1])
1 2

¢ un sottospazio di dimensione 2 e tale per cui ¢, ¢ degenere.
Costruiamo ora la matrice associata a ¢, nella base definita dallo Span di sopra:

1
0 d(10],u)
o(u, (; ) o(u,u)

dato che vogliamo un prodotto scalare non degenere su U, questa matrice deve avere rango
massimo, ovvero uguale a 2. Ci basta dunque imporre che il determinante della matrice
associata sia # 0:

1
detM(¢),) = det = —[o(u, [ 0 )7
1

1
e tale determinante ¢ # 0 se e solo se ¢(u, [ 0]) # 0, ovvero se e solo se w non & orto-
1

1
gonale a | 0| (visto che avevamo prima imposto la condizione di ortogonalita, ci basta
1
non rispettarla): si ha quindi che un qualsiasi vettore tale per cui z # x + y e tale per cui
2?2 + 2y? — 22 — 2zy + 42y # 0 pud essere scelto per generare U: prendiamo per esempio il

vettore
0

1
2
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che rispetta le condizioni in quanto 2 #0+1e0+2—-4 -0+ 8 = 6 # 0. Abbiamo cosi
esplicitamente trovato due sottospazi di dimensione 2 tali per cui valgono le ipotesi di sopra,
essi sono:

1 1 1 0
W =_S8pan(|10]|,(1]) U=Span(|0|,[1])
1 2 1 2

Osservazione: Il discorso fatto nel punto i) per dimostrare la non esistenza di un sotto-
spazio di dimensione 2 puo essere generalizzato con la proposizione seguente:

Proposizione: Sia V un K-spazio vettoriale (con charK # 2) di dimensione finita n e
sia ¢ € PS(V). Valgono le seguenti implicazioni:

i) W C CI(¢) sottospazio vettoriale = ¢, = 0.

ii) dimW > 5 = ¢ ¢ degenere.

Dimostrazione. i) Sia B = {w1, ..., wy } una base di W. Dato che W C CI(¢), ¢(w;, w;) =0
Vi € {1,...,k}, la matrice Mp(¢, ) ha tutti zeri sulla diagonale. Vogliamo allora deter-
minare ¢(w;, w;): si sa che w; +w; € W C CI(¢) e dunque ¢(w; + wj,w; + w;) = 0,
ovvero ¢(w;, w;) + 2¢(w;, w;) + ¢(wj, w;) = 0, ovvero 2¢(w;, w;) = 0 e dato che per ipotesi
charK # 2, si ha che ¢(w;, w;) = 0, ovvero che ogni entrata della matrice Mp(¢,, ) ¢ nulla
e dunque Mp (¢, ) =0, che implica ¢|,, = 0.

i1) Completando la base B del punto i) a base di V otteniamo D = B U {v1,...,Un_}
(notiamo che n — k < k per ipotesi) e si trova che la matrice

Mp(¢) = (MBE?'W) ?)

dove con A € M(k,n — k,K), C € M(n—k,k,K) e F € M(n— k,K). Sappiamo tuttavia

che Mp(éy, ) =0 e dunque
Moo= (¢ 1)

da cui segue che le prime k colonne di Mp(¢p) sono per forza linearmente dipendenti in
quanto k > n — k e quindi la sottomatrice C' ha rango al massimo n — k (tutto questo per
dire che tra le k colonne di C' ce ne devono essere alcune linearmente dipendenti dalle altre).
Scoperto questo, si ha che rnk(¢) non & massimo, ovvero che dimRad(¢) # 0, che equivale
a dire che ¢ ¢ degenere.

21.2 Esercizio 2

Sia R3[z] C R[z] C C([-1,1]) I'insieme dei polinomi a coefficienti in R, contenuti nello spazio
delle funzioni continue tra -1 e 1 (compresi). Nella scorsa esercitazione avevamo definito un
prodotto scalare su C([0, 1]), che si puo estendere anche a C([—1,1]): sia C([-1,1]) 2w >0
una funzione continua in [—1, 1] e positiva su tutto l'intervallo. Definiamo

1
bu(f,g) = / f@)g@e(a) da

che & un prodotto scalare definito positivo (notare che definendo le funzioni continue su un
qualsiasi compatto connesso di R non cambia le cose). Restringiamo ora il prodotto scalare
al sottospazio Rs[z] (se V' & munito di un prodotto scalare ¢, allora W C V sottospazio &
munito di prodotto scalare ¢y ): dobbiamo cercare famiglie di polinomi ortogonali di grado
minore uguale di 3 rispetto al prodotto scalare di sopra. Sia allora w = 1 (funzione continua
in [—1,1] e positiva): cerchiamo i polinomi di grado minore uguale di 3 tali per cui

61(p,q) = / p(e)q() dz = 0

-1

(questi polinomi si chiamano polinomi di Legendre).
Fissiamo la base canonica di R3[z] B = {1, z, 22, 23}: vogliamo ricavarne una base ortogo-
nale. Notiamo che

o r itj+1 1 1— (—1)i+i+1
¢1(x’,w])=/ P dp = 2 = ‘( .)
1 t+7+11-1 t+j+1
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In particolare si ha che
2
¢1(171) =2, (bl(lvx) =0, ¢1(17x2> = 57 (bl(lvxg) =0, ¢1($,l‘) =3

¢)1($,J)2) = 07 ¢1(I,.’133) == ¢1(l‘2,$2) = g ¢1($2,J)3) = 07 ¢1($3,$3) ==

5’ 5
Scriviamo allora la matrice associata a ¢ nella base canonica B:

2 0 20

0 2 0 2

Mp(p1)=1|2 2 2 2

3 050

2 2

0 5 0 7

Determiniamo ora una base ortogonale di V rispetto a ¢, che esiste per il teorema di esisten-
za delle basi ortogonali: utilizzeremo ’algoritmo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt.

Sia allora 1 il primo vettore della base B, notiamo che 1 non e isotropo rispetto a ¢, in
quanto ¢;(1,1) = 2, e quindi puo essere preso come primo vettore della base ortogonale B°.
Costruiamo dunque gli altri vettori tramite il primo passo di Gram-Schmidt: si avra la base
B = {1,z — c(z, 1)1, 22 — c(22,1)1,2° — ¢(2,1)1} dove ricordiamo che c(v,vg) = 2200l

$1(vo,v0)
Calcoliamo esplicitamente tutti i coefficienti e quindi tutti i vettori della nuova base:
(bl (177 1)
c(z,1) = =0

( ) ¢1(1a ]-)

2 1

o(22,1) = ¢i@®1) 5 _ 1

(L) 23

d1(2% 1)

@ =G an ="

Abbiamo dunque che questa nuova base & del tipo
1 2 1 3
= {L T, T — g: x }

ed ¢ tale per cui ogni elemento € ortogonale a 1. Per cautela mostriamo che cio e vero
empiricamente:

$1(1,2) =0, ¢1(1,2%) =0,
1 1 1 3
1 1 1 1! 2 1
¢1(Lx2)=/ $2—§dw:/ CL‘Qd.Z‘—/ Sdr=2 —fw‘ =-—-2-=0
—1 —1 _

Notiamo che tale base tuttavia non & ortogonale, in quanto ad esempio ¢y (z, z3) = % (non so-
no cambiati loro). Continuiamo dunque con I’algoritmo di ortogonalizzazione: consideriamo
una base costituita da 1, x come primi due elementi. Troviamo gli altri due con ’algoritmo di

ortogonalizzazione: B = {1,z,2? — } —c(2* — 3, )z, 2° —c(2®, 2)x}: troviamo i coefficienti:
1 -3 2 11(1,
C(xQ_*yx) ¢1(x x) :¢1($ 71‘)— 3¢1( IE) =0—-0=0
3 $1(z, x) p1(z,x)  di(w,x)
2
3 ¢1(2%, x) _ 3 _ §
An) = ) 175

e quindi si ha che la base B? ¢ fatta come segue:
1 3
2 2 3
= 1 —_—— [RE—
{ ) 1’? x 3 ) X 5 x}

Ci chiediamo se questa base & ortogonale: ci basta calcolare

B1(a? 3,08~ 2a) = 4i(a% P — o) — 2 (1LaP — ow) =

= 01(a% %) = 201(a%0) = 561(1.0%) + £o1(Lw) =0

e quindi si ha che effettivamente B2 = B? = {1,z, 2% — %, 23— %x} & una base ortogonale di
(Rs[z], < -, >4) e cio conclude la ricerca di polinomi ortogonali di grado minore uguale di
3, in quanto ogni combinazione lineare di elementi della base B° ¢ ortogonale rispetto agli

altri.
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22  Esercitazione 08-04-2022

22.1 Esercizio 1

Sia V' un K-spazio vettoriale e siano U, W C V sottospazi vettoriali tali che U L W per
un certo prodotto scalare ¢ € PS(V); supponiamo che V = U + W (non somma diretta).
Dimostrare che:

ii)Se SCW = S+ =(StNW)+U.

iii) Se ¢ & non degenere allora U = W+ e la somma ¢ diretta, ovvero V = U &+ W.

Dimostrazione. i) Per dimostrare che Rad(¢) = Rad(¢),) + Rad(¢},, ) facciamo vedere che
sussiste una doppia inclusione:

- C : Ovvio in quanto Rad(¢),) D Rad(¢) e Rad(¢, ) O Rad($) e quindi anche la lo-
ro somma contiene Rad(¢).

- D : Sia z € Rad(¢p,) + Rad(¢),, ), esistono dunque v € Rad(d|,) e w € Rad(¢y,,)
tali per cui x = u + w. Mostriamo che x € Rad(¢): sia allora v € V; sappiamo per ipotesi
che V = U 4+ W e dunque esistono ug € U, wg € W tali per cui v = ug + wg. Valutiamo

o(v,x):
¢(U7£L') = ¢(U0 + Wo, U + 'lU) - ¢(u03 'U,) + QS(U(),’LU) + ¢(w07u) + QZS(’LU(), w)

Notiamo che ¢(ug,u) = 0 in quanto up € Rad(¢,) e analogamente ¢(wo,w) = 0 in quanto
wo € Rad(¢),,), inoltre ¢(ug, w) = ¢(wo,u) = 0 in quanto per potesi U L W: giungiamo
dunque alla conclusione che ¢(v,z) = 0 ovvero che

Rad(¢y,) + Rad(),,) C Rad(¢)

ii) Dobbiamo mostrare che se S C W allora S+ = (S* NW) + U (notare che le ipotesi non
richiedono che S sia un sottospazio). Mostriamo che sussiste una doppia inclusione:

- D : Notiamo innanzitutto che si ha ovviamente S+ N W C S, inoltre, per quanto vi-
sto a teoria, si ha che per ogni insieme A, I'insieme A+ & un sottospazio, e quindi S* ¢ un
sottospazio. Per altro, dalla teoria, sappiamo che se S C W, allora W+ C St e dato che
U L W, naturalmente U C W+ e quindi per transitivita U ¢ W+ c S+ = U c S*:
siamo cosi arrivati a stabilire che U € S+ e che St NW C S+ e quindi anche la loro somma

¢ un sottospazio di S+, ovvero
StoStnw)+U

- C : Dalle ipotesi sappiamo che V = U 4+ W se dunque s’ € S+ C V, avremo che s’ € V e
dunque Ju € U,w € W tali per cui s’ = w + u: se dimostriamo che w € S+ abbiamo finito,
in quanto w € W e avremmo dimostrato che qualsiasi elemento di S+ si puo scrivere come
somma tra un elemento di U e un elemento di S~ N W. E facile vedere che w = s’ — u e
dato che, per quanto visto poco fa, U C S+, si ha che u € S+ e quindi, dato che questo un
sottospazio, anche w = s/ —u € S*, il che conclude la dimostrazione.

iii) Se ¢ € non degenere, sappiamo dalla teoria che possiamo scrivere V' come
V=watw*

e quindi che dimV = dimW + dimW~. Ma d’altronde V = U + W per ipotesi e quindi per
Grassmann dimV < dimU + dimW, da cui segue che dimW + dimWL < dimU + dimW
ovvero che dimW' < dimU. Sappiamo perd che U L W e dunque U C W+, ovvero
dimU < dimW=: per doppia disuguaglianza segue che dimU = dimW=. Di conseguenza,
per contenimento e uguaglianza dimensionale U = W+ e quindi

V=aWeaoetWwtr=welU
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22.2 Esercizio 2: ortogonalita geometrica

Sia V' = R" e ¢ il prodotto scalare standard (visto nell’esercitazione del 28-03-2022, nella
sezione 20.2). Sia W C R™ un sottoinsieme: definiamo il traslato di W passante per g € R”
come l'insieme

WH+qg={peR"|p=w+q, we W}

ovvero come 'insieme dei punti p che si ottengono traslando il sottoinsieme W di un vettore
q. Ci chiediamo come e fatta la proiezione di un generico punto p € W 4 ¢ su un sottospazio
H C R™. Facendo un paragone a livello geometrico reale, se si vuole proiettare un punto
su un piano, si prende la retta ortogonale al piano passante per il punto e si considera la
proiezione del punto come l'intersezione tra la retta e il piano. Formalmente quindi possiamo
dire che la proiezione ortogonale del punto p € W + ¢ sul sottospazio H & tale che

mi(p) € (H- +p)NH
Dopo aver definito la proiezione ortogonale passiamo all’Esercizio:

i) Si dimostri che (H+ + p) N H contiene un solo punto (che & proprio la proiezione or-
togonale 7 (p)).

ii) Si dimostri che se ¢ € H, allora 755(q) = g e che se p € H*, allora 7% (p) = 0.

iii) Si dimostri che la mappa 73; : V. — H (che per il punto i) & una funzione in quanto
associ a un vettore di V' un solo vettore di H) ¢ lineare.

iv) Si dimostri che 7#(q) = Zf;TH c(w;, q)w;, dove {wi, ..., Waimp} & una base ortogo-
nale di H.

v) Si dimostri infine che w7 puo essere vita come la mappa 75 : V = H- ot H — H

che associa al vettore V.3 v = h+h' (con h € H e i € H') il vettore h di H, ovvero
L

w7z (v) = h.

Dimostrazione. i) Sia p € W + ¢, vogliamo dimostrare che Wﬁ(p) ¢ ben definito, ovvero
che I'insieme (H* + p) N H & un singoletto (=insieme con un unico elemento). Per farlo,
supponiamo che ci siano due punti p+ k' e p+ h” che appartengono ad H, con b/, € H*
(notare che p+ h' e p+ h" appartengono a H+ + p: stiamo supponendo quindi che esistano
due punti nell’intersezione). Dato che p+h',p+ h” € H e H & un sottospazio, anche la loro
differenza appartiene a H, ovvero p+h' —p —h" = h' —h" € H, ma dato che b/, h" € H+,
si ha che ' — b € H*, ovvero che h' — h" € H N H*; dato che perd ¢ & non degenere, si
deve avere HNH*+ = {0}, da cui b’ —h” = 0 = h/ = h”. Questo conclude la dimostrazione.
ii) Mostriamo che se ¢ € H, allora 73;(q) = ¢: dalla definizione di proiezione ortogona-
le si ha che 755(q) € (H+ +p)N H C H; se g € H, allora, dato che H & un sottospazio, si
deve avere 7% (q) — ¢ € H: per quanto visto nel punto i) 7(q) = p+h' con b’ € H* e
quindi sostituendo sopra si ha che 74 (q) — ¢ =¢+h —q=h' € H e dato che b’ € H,
'€ HNH* = {0} = K =0, ovvero 75 (q) = q.

Per mostrare invece che se p € H+, allora 7% (p) = 0, basta notare che se p € H*, allora
H' 4+ p=H"' in quanto H* ¢ un sottospazio e dunque WIJ; (p) € H-N H = {0} che implica

w3 (p) = 0.

iii) Mostriamo che 73 ¢ sia additiva che omogenea:
ADDITIVITA: Mostriamo che 75 (p + ¢) — 75 (p) — 7% (q) = 0 Vp, ¢ € R™: ovviamente
m(p+a) =7 (p) — 7i(q) € H
d’altro canto, per quanto visto nel punto i), esistono k', h”, b’ € H* tali per cui
ma(pra)=p+q+l, mpp)=p+ ", mg(q) =q+h"
e quindi 75 (p+q) — 75 (p) —75(q) =p+q—q—p+h +h"+h" =h —h" —h"" e dato che

H+ & un sottospazio si ha che b’ —h” —h"" € H-NH = {0}, ovvero h' —h" —h'"" = 0: poiché
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B —h'—N'" = 75 (p+q)—75 (p)—75(q), si ha 5 (p+q) —7% (p) — 75 (¢) = 0, come volevamo.
OMOGENEITA: Mostriamo che 75 (ap) — anf;(p) = 0 Yo € R: ovviamente
5 (ap) —ang(p) € H
d’altro canto, per quanto visto nel punto ), esistono b/, b’ € H* tali per cui
mh(ap) = ap+ b, ang(p) =a(p+h") =ap+ah”

e quindi 75 (ap) — an(p) = ap —ap + ' — ah” = K’ — ah” e dato che H* & un sot-
tospazio si ha che h' — ah” € HX N H = {0}, ovvero h' — ah” = 0: poiché h' — ah” =

75 (ap) — an(p) — ang(q), si ha 74 (ap) — arg(p) = 0, come volevamo.

iv) Vogliamo far vedere che la definizione di proiezione data sopra ¢ equivalente alla de-
finizione che sfrutta i coefficienti di Fourier: Sia {ws, ..., Wgimm} C H una base ortogonale:

notiamo che
dimH

¢ = clw,quw; € H

i=1

in quanto ¢ una combinazione lineare di elementi di H. Vogliamo mostrare che ¢/ —q € H*,
infatti, da qui segue subito che H > ¢ =q+ (¢ —q) €q+ H* e quindi ¢/ € HN (¢ + H*)
che per il punto ) contiene un unico punto ed & proprio la proiezione.

Facciamo allora vedere che ¢/ — ¢ € H*, ovvero che Vi € {1,...,dimH} ¢(w;,q — q) =<
w;, ¢ — q >= 0 (basta far vedere che ¢’ — g & ortogonale a ogni elemento di una base di H):
fissando arbitrariamente i otteniamo:

dimH dimH
<wi,q —q>=<wi,—q+ Y clwj,Qw; >=— <wi,q>+ Y c(wj,q) < wi,w; >=
j=1 j=1
dimH <w;,q>
*<wz,9>+z —— L Cwj,wy >=— <wi,q >+ <w;¢>=0
<wj,w; >

Dove l'ultimo passaggio ¢ giustificato dal fatto che se i # j allora < w;,w; >= 0 in quanto
la base {w1, ..., Waimm } & ortogonale, mentre se ¢ = j allora

<wj,q >
S ST =< >
e quindi, fissando 4, si ha che
dimH
< wj, Z c(wy, Quw; >=< w;, q >
Jj=1

Dato che la scelta di i & arbitraria, questo vale Vi = 1,...,dimH e quindi ¢ —q € H*+.

v) Sia V. = H' @+ H (possibile in quanto ¢ & non degenere): consideriamo ¢ € V, al-
lora esistono UNICI h € H, b’ € H* tali per cui ¢ = h+h’: nel punto iv) abbiamo mostrato
che esiste un ¢’ € H (la somma con i coefficienti di Fourier) e che ¢—¢' € H* (la cui somma
¢ proprio ¢). La proiezione presentata nelle 1p0te51 del punto v) associa a h + h' il solo h, e

quindi in questo caso si ha che g =¢—¢ + ¢ —> q’, che & proprio la proiezione del punto
iv), che abbiamo gia essere dimostrato essere uguale alla definizione del punto i) (in poche
parole gli unici h, i’ che esistono sono proprio ¢ — ¢’ e ¢’ e la proiezione definita come sopra

associa a q ¢', ovvero 73 (q) = ¢’ che & la definizione data nel punto iv)).

22.3 Esercizio 3

Sia V.= M(n,K) = (gl,) (notazione usata nell’algebra di Lie), con charK # 2 e sia
¢ € PS(V) definito da ¢(A, B) = tr(A - B) (notiamo che questo prodotto scalare & "la
stessa cosa a meno di moltiplicazione per scalare” della forma di Killing per &I, vista nel-
IEsercitazione 28-03-2022, sezione 20.4). Si determini una base ortogonale di V rispetto a ¢.
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Soluzione: Consideriamo la base canonica di V formata dalle matrici E;; = (;5)s,; costituite
da tutti zeri, a parte un 1 nell’entrata i, j, ordinata nel modo seguente:

Ella ceey Ennv El,nv En,lv teey Enfl,na En,nfla El,nflv Enfl,la E2,n717 Enfl,Qa (R3] En72,n717 Enfl,nfb

(Accoppiati e a "specchio”: i primi n sono gli elementi che generano la diagonale, gli altri
sono coppie del tipo Epg, Exp con 1 < h < k < n e con k decrescente, da n fino a 2).
Notiamo che

0j#h
Eij.Ehk:{Eif_h

(se si pensa al prodotto matriciale righe per colonna & chiaro), inoltre

li=3j

Mettendo tutto insieme, ne consegue che la matrice Mpg(¢) ¢ fatta nel seguente modo

1
Mgp(¢) = 0 1
1 0
N (R |
o o0 --- 1 0

Dove i primi 1 sulla diagonale (che sono n) derivano da Ej; e il resto dei blocchi 2 x 2
dipendono da come abbiamo ordinato la base e dal fatto che, se h # k, ¢(Enk, Exp) =
tr(Enk - Exp) = tr(Epp) = 1 € ¢(Eng, En) = tr(Epg - Eng) = tr(0) = 0 (ci sono n22—n
blocchi 2 x 2). Dato che questa matrice ha rango massimo, ¢ ¢ non degenere.

Volendo trovare una base ortogonale, notiamo che il sottospazio generato da E;; (per i =
1,...,n) & ortogonale a tutto il resto (tutto il resto della riga ¢ nullal): possiamo quindi
considerare i E;; come i primi elementi della base ortogonale. Per completare dunque la
base, ci basterebbe ortogonalizzare le coppie che formano i blocchi 2 x 2: infatti ogni blocco
genera un sottospazio ortogonale a tutto il resto (tutto il resto delle due righe ¢ nullo)... Tl
problema & che la base del sottospazio NON ¢& ortogonale! (Infatti Epnx e Erp NON sono
ortogonali). Dobbiamo allora ortogonalizzare la base {Epk, Fxp} del sottospazio 2 x 2: se
ad esempio modifichiamo la base nel modo seguente {Enr — Fxp, Eng, + Egp} si ha che essa
€ ortogonale, in quanto

&(Enk — Exny Enk + Exn) = ¢(Enk, Enk) — 0(Ekn, Enk) + ¢(Enks Exn) — ¢(Exn, Exn) =

= —¢(Ern, En) + ¢(Enk, Exn) =0

Ricongiungendo il tutto si ha che la base B = {Ey;, Eng + Exh, Enk — Exp}, con i =1,...,n
el < h <k <n, e una base ortogonale di V.

22.4 Esercizio 4

Siano A, B € M(n,R) due matrici fissate linearmente indipendenti. Definiamo su M (n, K)
due prodotti scalari ¢4 g, %45 : M(n,R) x M(n,R) — R nel seguente modo:

oap(X,Y)=tr(A- X)tr(A-Y) —tr(B-X)tr(B-Y)

Yap(X,Y)=tr(A- X)tr(B-Y) +tr(B - X)tr(A-Y)

Dimostrare che ¢4 g e 14, B sono isometrici.
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Dimostrazione. Per mostrare che i due prodotti scalari sono isometrici, dobbiamo cerca-
re un isometria f tra (M(n,R),v4 ) ¢ (M(n,R), ¢4 5). Supponiamo che tale isometria
esista: necessariamente si deve avere che f(Rad(4 5)) = Rad(¢a,p). Mostriamo quindi
innanzitutto come sono fatti i radicali dei due prodotti scalari:

Rad(¢pap) ={X e M(n,R) | tr(A- X)tr(A-Y)—tr(B-X)tr(B-Y)=0 VY € M(n,R)}

Rad(pap) ={X € M(n,R) | tr(A-X)tr(B-Y)+tr(B-X)tr(A-Y)=0 VY € M(n,R)}

Notiamo innanzitutto che vale una proprietd molto importante: sia M € M(n,R) una
matrice non nulla, allora 3N € M(n,R) tale per cui ¢tr(N - M) # 0 (in realtd vale su
ogni campo): infatti se M # 0 allora esiste un’entrata m;; # 0: moltiplicando M per Ej;
otteniamo ’elemento m;; sulla diagonale della matrice prodotto, e dunque una traccia non
nulla. Scoperta questa cosa, si ha che il radicale di ¢ 4,5 puo essere visto come

Rad(éap) = {X € M(n,R) | tr(A- X) = tr(B-X) =0 VY € M(n,R)}

(segue dall’indipendenza lineare di A e di B e dal fatto che dipenda da ogni matrice Y €
M (n,R)) che possiamo reinterpretare come

Rad(gbA B) — Atereuny o BLerauny

(dove tr(MN) ¢ il classico prodotto scalare traccia definito su M (n,R))
Ma i sottospazi Attrun) e BLirMN) sono distinti: infatti, se per assurdo fossero uguali,

si avrebbe ALttrun) = Blir(un) o dunque anche (AJ-M(MN))J-”(MN) — (BJ-w(MN))J-f,r(MN)7
ma (AttrM) 1 SpanA e Broiny | SpanB e quindi (Attrvn)tein) = SpanA e
(Bteraum))Leroun) = SpanB (I'insieme delle matrici ortogonali ad A & ortogonale anche a

tutto il sottospazio SpanA, stesso con B): sostituendo nell’uguaglianza si avrebbe SpanA =
SpanB, che e assurdo in quanto A e B sono linearmente indipendenti per ipotesi. Inoltre,
si & dimostrato nell’Esercizio precedente che la traccia ¢ un prodotto scalare non degenere
(la matrice aveva rango massimo): per la teoria sappiamo allora che

dim(Atr i) = dim(M (n, R)) — dim(SpanA) = n* — 1
dim(BLr@in) = dim(M(n,R)) — dim(SpanB) = n® — 1
e quindi per Grassmann l'intersezione ¢ diversa da {0}, infatti
dim (At 4 BLerun)) = dim (A1) dim (AT ) — dim (AL 0in B (i) ) =

=n? —1+4+n%—1—dim(Atron 0 Breomn) = 2p? — 2 — dim(Attr@in) 0 B

Ora, dim(Atroin 0 Bleain) =n2 — 1 o dim(Atroin) O BLerin)) = p2 — 2. in quanto,
essendo distinti, la dimensione dell’intersezione non puo essere l'intero spazio delle matrici,
né puo avere dimensione piu piccola, in quanto

2n? — 2 — dim(Atroan) O BRirain) < p?

e quindi
dim(Aitr(MN) N Bin»(MN)) > n?_9

Non si pud avere tuttavia che dim(A+tron N BLirin) = p? — 1 in quanto sia SpanA che
SpanB stanno in un supplementare di ALt~ M BLerMN) contemporaneamente (e dato
che SpanA e SpanB sono linearmente indipendenti il supplementare ha dimensione almeno
2). Segue a cid dunque che rnk(¢a.p) = 2.

Dal fatto che Attrun) ¢ BLervn) sono distinti e che l'intersezione ha dimensione n? — 2
segue che 3M € Ativwun) /BLiny ¢ 3 N € Blerun) JALiraan) - Questo ci dice che se
X € Rad(¢a,p), allora ¥4 p(X, M) = tr(A- X)tr(B- M) +tr(B- X)tr(A- M) = 0, ma
M € Atiraun) /Blirain) e quindi tr(A- M) = 0 e tr(B- M) # 0, quindi ¥4 5(X, M) =
tr(A-X)tr(B-M) = 0= tr(A-X) = 0. Utilizzando N invece di M otteniamo tr(B-X) = 0.
Si ha allora che Rad(ya,5) C Attran) 0 BLein: ma & ovvio che Aterin) M BLerun) C
Rad(a.5), in quanto se X € Atern) 0 BLercun allora tr(A- X) = tr(B- X) = 0 e quindi
Ya,5(X,Y) = 0: il doppio contenimento implica I'uguaglianza Rad(¢4 p) = At N
Btiran s ma avevamo scoperto precedentemente che Atirviy) N BLirin) = Rad(da p) e
quindi per transitivita

Rad(Ya,) = Rad(¢a,B)
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Quindi abbiamo trovato un isomorfismo che lega i radicali: l'identita (ristretta).

Vogliamo ora quindi costruire un isomorfismo tra i supplementari dei due radicali (i radicali
sono ortogonali a tutto): Span(M,N) ¢ un supplementare di Rad(¢a p): come ¢ fatta la
matrice associata a ¢A’B|Span(1vI,N) nella base {M, N}?

—tr(B - M)? 0
M{MvN}(QSA’B\smn(M‘N)) - ( 0 tT(A . N)2>

Quindi tale base ¢ ortogonale. Invece come & fatta la matrice associata a Wv% V.
pan(M,
nella base {M, N}?

B 0 tr(A- N)tr(B-M)
M{M7N}(¢A7B‘Span(M,N)) B (tr(A -N)tr(B- M) 0 >

Dobbiamo trovare un’isometria tra questi due sottospazi: definendo M = i é\f_ 7 © N =

m si ha che
f: (Span(M, N)’d)A’B\span(ﬁ,N)) — (Span(M, N)’wA’B‘Span(ﬁW))

definita come
(M—-N); N—~M+N

¢ I'isometria cercata.
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23 Esercitazione 11-04-2022

23.1 Esercizio 1
Sia V =R* e siano U, W C R?* definiti come

1 1 T
1 1 y 4

U = Span( | o ), W= p eR*|2=0
2 -1 t

Si costruisca, se possibile, un prodotto scalare ¢ € PS(V) tale per cui:
i) UCWt

it) 37 C V sottospazio di dimensione 3 tale che ¢, sia non degenere
ii1) Non esiste alcuna base ortogonale contenente ey

iv)

2 2 2 1
0 0 0 0
3 3 3 1

Nel caso in cui un tale ¢ esista, si dimostri che C'I(¢) contiene un sottospazio di dimensione
2, ma nessun sottospazio di dimensione 3.

Dimostrazione. La prima cosa che dobbiamo studiare (in generale) & la degenericitd o meno
del prodotto scalare. Notiamo che dimU = 2 e dimW = 3, per Grassmann

dim(UNW) = dimU + dimW — dim(U + W) =5 —dim(U + W) > 1

in quanto dim(U + W) < 4 e quindi i due sottospazi si intersecano in almeno una retta, ma
1
. . 1 . . oo
notiamo che il vettore _q | pon appartiene a W, in quanto z = —1, e quindi U # W, che
2

implica dim(U N W) = 1. E anche semplice vedere chi ¢ il sottospazio intersezione, infatti
1
1
0
-1

€ W e dunque appartiene a U N W: per inclusione e uguaglianza dimensionale

1
UNW = Span( é )

-1

Per di pit, ancora per Grassmann dim(U + W) = 4 e quindi U + W = R*. Notiamo perod
che per il punto i), U L W e quindi, assumendo ’esistenza del prodotto scalare, si ha che

1
1
0 11U

-1

in quanto sta in W, ma anche

1w

O~ =

-1

in quanto sta in U; inoltre questo & I'UNICO vettore (assieme ai suoi multipli) ortogonale a
tutti gli elementi di U + W = R* e quindi

Rad(¢) = {v e R |v L R*} = U NW = Span( )

1
1
0
-1
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e quindi dimRad(¢) = 1, da cui rnk¢ = 3 e ¢ & degenere.

Supponiamo ora che esista W/ C CI(¢) di dimensione 3 (notiamo che & un punto da fare
della dimostrazione): siano w},wh, wj € W’ tali che {w}, wh, w}} sia una base di W': per
quanto visto a teoria si ha che ¢ , = 0; estendendo quindi {w}, w5, w3} a una base di R4
(basta aggiungere un vettore u e chiamare B = {w}, w}, w4, u}) si ha che

0 0
Mp(¢) =

Q@ O OO

ot OO
QLY w0

0
0
c

con a,b,c,d,e, f,g € R. Ma questa matrice ha rango minore o uguale di 2, e ci0 € in
contraddizione con quanto trovato in precedenza: non puo quindi esistere un sottospazio di
dimensione 3 in CI(g).

Facciamo invece vedere che puo esistere un sottospazio di dimensione 2 all’interno di C'I(¢)
(ovvero stiamo dimostrando che asserzione finale dipende solo da quanto detto finora).
Ovviamente

1
o | € Badte) c o10)

u =
-1

Ci basta allora determinare un vettore v che sta nel cono isotropo e linearmente indipendente
con il vettore precedente: il sottospazio da loro generato ha dimensione 2 ed ¢ costituito uni-
camente da vettori isotropi, e per di pil, dato che u € Rad(¢), si ha anche che ¢(u,v) = 0.
Osserviamo che e4 € CI(¢) in quanto, per il punto #ii) non esistono basi ortogonali conte-
nenti e4: infatti, supponiamo che ey ¢ CI(¢), allora possiamo considerare la base ordinata
€4, €1, €2, e3 e applicare Gram-Schmidt per ottenere una base ortogonale (si ha un assurdo
in quanto Gram-Schmidt cerca il primo vettore non isotropo, e nel nostro caso sarebbe ey, €
successivamente trova una base ortogonale contenente questo vettore). Dato inoltre che ey
¢ linearmente indipendente da u, si ha che il sottospazio U = Span(u, e4) ha dimensione 2
ed & contenuto nel cono isotropo. Notiamo inoltre che e, € W.

L’idea adesso per costruire il nostro prodotto scalare ¢ quello di prendere una base adat-
ta, ovvero una base su cui conosciamo abbastanza cose riguardanti il prodotto scalare, e
successivamente scrivere la matrice associata al prodotto scalare nella base. Sia allora B
I'insieme

1 1 1 0

1 1 0 0
B{ -1’0 ]’[0f’(O }

2 -1 1 1

Notiamo che i primi due vettori sono una base di U, il secondo vettore & una base di Rad(¢),
gli ultimi 3 vettori sono una base di W e conosciamo un (solo) valore che assume ¢ sul terzo
vettore: dato che sapevamo che U +W = R*, si ha che B ¢ effettivamente una base di R* (&
ovvia l'indipendenza lineare data la posizione degli zeri). Costruiamo la matrice associata a
¢ nella base B:

z 0 0 O
0 0 0 O
MB(d)) - 0 0 b ¢
0 0 ¢ O
Dove
1 1 1 1 1 0
1 1 0 0 0 0
.’E—¢( 111 =1 )7 b_¢( ol’lo )7 C—(b( ol’1lo )
2 2 1 1 1 1
1
la seconda riga e la seconda colonna sono nulle in quanto (1) genera il radicale e gli zeri

-1
in posizione 1,3 1,4 e simmetricamente 3,1 4,1 derivano dal fatto che U L W per ipotesi.
Inoltre x, ¢ # 0 in quanto rnk¢ = 3.
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2

Per l'ipotesi iv) abbiamo delle informazioni sul vettore R scriviamo questo vettore
3
come combinazione lineare di B:
2 1 1 1 0
0 1 1 0 0
| T - o [T o] 2o
3 2 -1 1 1
e riscrivendo I'uguaglianza di iv) otteniamo
2 1 1 1 1 0 1
0 0 1 1 0 0 0
3 1 2 -1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 0 1
1 0 1 0 0 0 0 0
2 1 —1 1 1 1 1 1
ovvero 2b — 2¢ =2 => b — ¢ = 1. Facendo lo stesso ragionamento con 'altra uguaglianza:
2 2 1 1 1 0 1 1 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
2= = [ o P2 o[ 2 o] <o T o [P0 2 o))
3 3 2 -1 1 1 2 -1 1 1

_ o o o

))

I

<

—~
l\Dlr—\r—
=
\_/
l\Jlr—\H
=
N~

N

\

<

—
l\Jlb—\H
—
\_/
|Ol—‘H
—_

S~—

+

[\

<

—
Nln—l»—

—
N~
—_
_ o O =

S~—

\

[\

<

—
l\')ln—l»—

—
—_

1 1 1 1 1 1 1 0
-1 2 -1 -1 -1 1 -1 1
1 1 1 1 1 1 1 0
1 2 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 0
20| o | [ L Dol o Dot ol [0+ ol o] =
1 2 1 -1 1 1 1 1

T+ 4b — 4c — 4c

ovvero x +4b—4c—4dc=x —4c+4(b— ¢) = x — 4c + 4 = 2: otteniamo quindi il sistema
b=1+4+c
T =-2+4c

L’osservazione fatta in precedenza sul fatto che z,c¢ # 0 implica che ¢ # %, x # —2 e che
b # 1. Dato che ora la matrice dipende unicamente da ¢, che € il valore del prodotto scalare

¢

_ o o =
_= o O O
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possiamo scegliere arbitrariamente il valore da assegnare a tale prodotto scalare e ottenere
una matrice numerica: se ad esempio scegliamo ¢ = 1, si avra

Mg (o) =

O O O N
OO OO
=N OO
O~ OO

Ci manca ora da controllare se quanto trovato € coerente con 1'ultima condizione non ancora
verificata, ovvero la i4): ci chiediamo se esiste un sottospazio Z di dimensione 3 tale per cui
¢|, ¢ non degenere: notiamo che considerando il sottospazio

1

Z = Span( R

2

= o o
=)

generato dal primo, terzo e quarto vettore di B, la matrice associata a ¢|, &

—= N O

2 0
Mg(¢),) =10 1
0 0

che ha rango 3 e quindi ¢, ¢ non degenere. Questo conclude la dimostrazione: tale prodotto
scalare esiste (in realtd ne esiste un’intera famiglia, al variare di c).

23.2 Rappresentazione di funzionali

Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita (con charK # 2). Fissiamo ¢ € PS(V)
e sia f € V* un funzionale: f & detto ¢-rappresentabile se e solo se Jv € V tale per cui
¢(v,-) = f. Osserviamo che il morfismo di rappresentazione Fy : V. — V*, che associa
v — ¢(v,-) ha come nucleo Rad(¢), quindi, se ¢ & non degenere, F,; ¢ iniettiva e, dato che
dimV* = dimV in quanto V ha dimensione finita, si ha anche surgettivita e quindi Fy ¢ un
isomorfismo. Si ha quindi che se ¢ € non degenere, ogni funzionale ¢ ¢-rappresentabile.
Mostriamo con un esempio che se dimV = 4oo, allora la cosa non ¢ valida. Sia V =
R[z] € C(]0,1]) e sia < -,- > il prodotto scalare (definito positivo e non degenere) definito
nell’esercitazione del 28-03-2022:

<fg>= / f(@)g(x) da

E vero che un prodotto scalare definito positivo non degenere ¢ non degenere anche su ogni
restrizione a un suo sottospazio, infatti, dalla teoria, ogni prodotto scalare definito & tale
per cui Vv € V, g4(v) > 0 e dunque anche restringendo a un qualsiasi sottospazio W C V
si ha che Yw € W, g4(w) > 0, ovvero non ci sono vettori isotropi = Rad(¢y,,) = {0}
(in quanto il radicale & contenuto nel cono isotropo, che nel nostro caso ¢ CI(¢),, ) = {0}).
Consideriamo ¢ € PS(R[z]) definito come ¢ =< -,- >0 allora ¥ & non degenere per
lasserzione di sopra. Sia ora f € V* = R[z]* definito da f(P) = P(3): questo funzionale ¢
rappresentabile? Guarda caso, la risposta ¢ no :)

Mostriamolo: supponiamo per assurdo che f sia i-rappresentabile, allora P tale per cui
f=1(P,-). Dato che P & un polinomio si avra P =Y " «;z’, con o; € R: ma allora Vk,
f(x%) = (P, z¥): si ha f(x*) = 3% per come abbiamo definito f, mentre

1 m m 1 m
ky _ k i ) k+i g @
(P, x )7/ T ;aix ;ai/o T dmi;f—kk—i—l

0

si deve quindi avere
m

o
F=y —

che implica

m i m |Oél|
=1 <Y
=1 e <
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e dato che gli «; sono fissati in quanto P & un polinomio fissato, il membro di destra e
costante (la chiamo ¢) e quindi 3% < ¢, ma cio ¢ assurdo, in quanto valendo per ogni k, vale
anche per k£ molto grandi (3’“ — 400 quando k — +00) e quindi non pud essere limitato
da una costante. Si ha quindi che f non e i-rappresentabile.

23.3 Esercizio 2
Siano f,g € (R3®)* definiti come
I

y=x+3y—2z, ¢( =243y + 2z

n ey
n e g

Definiamo ¢4 € PS(R?) come il prodotto scalare rappresentato dalla matrice

2 2 2
A=12 -2 0
2 0 1

Determinare se f e g sono o meno ¢ 4-rappresentabili e, in caso affermativo, trovare v € R?
che li rappresenta.

Soluzione: Notiamo in primo luogo che ¢4 € degenere, in quanto

2 2 2 0
21 —-2|+2(0)={0
2 0 1 0

e dato che la seconda e la terza colonna sono linearmente indipendenti si ha che rnk(¢4) = 2
e che quindi dimRad(¢4) = 1. Inoltre, poiché Rad(¢a) = KerA, si ha che

1
Rad(¢pa) = Span(| 1 |)
—2

(dove 1,1 e -2 sono i coefficienti che troviamo davanti alla combinazione lineare di sopra, che
genera il vettore nullo). Osserviamo inoltre che se h ¢ ¢ s-rappresentabile e v € Rad(da),
allora h(v) = ¢a(vn,v) = 0 (in quanto v € Rad(¢4)): segue da cid che Rad(¢pa) C Kerh.
Dobbiamo quindi controllare sia per f che per g questa condizione (che & necessaria ma non
sufficiente):

1

f(1 1 ]1)=14344=8+#0= Rad(¢a) £ Kerf
-2

e quindi per quanto detto sopra f NON e ¢ 4-rappresentabile.

1
g({ 1 h)=1+3-4=0
-2

E dunque possibile che g possa essere rappresentabile. Supponiamo allora che Jv € R? che
rappresenta g, si deve avere allora

T 1 2 2 2 1
gler)=1=¢w,e1) =y |,|0])=(yz)[2 -2 0 0| =22+2y+22
z 0 2 0 1 0
T 0 2 2 2 0
glea) =3=0(,ea)=0(ly|,|1])=@yz)|2 -2 0] [1] =22z—-2y
z 0 2 0 1 0
T 0 2 2 2 0
gles) =2=¢(v,e3) =y |,{0])=(yz)[2 -2 0 0) =2+ 2
z 1 2 0 1 1
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e quindi, per trovare x,y, z basta risolvere il sistema

2042y +2z=1

20 -2y =1
20+ 2=2
che ha come soluzioni xz = 252, Yy = —Z;rl. Scelto ad esempio z = 0, si ha che un vettore
che rappresenta g e
1
_1
2
0

(nota bene che un modo per verificare direttamente la rappresentabilita & quello di scrivere
direttamente il sistema: se esso non ha soluzione 1’applicazione non e rappresentabile e vi-
ceversa, se ha soluzione, lo &).

Osserviamo che se v rappresenta g, allora v + vg, con vg € Rad(¢), rappresenta anch’esso ¢
(come i sistemi, dove 'insieme delle soluzioni ¢ un sottospazio affine di giacitura Ker).

Dimostriamo ora un punto molto importante: abbiamo fatto vedere sopra che se h € rappre-
sentabile, allora Rad(¢) C Kerh. Facciamo vedere che vale anche il contrario, e che dunque
abbiamo un metodo diretto per capire se un funzionale & rappresentabile. Dimostriamo
quindi la seguente

Proposizione: h & ¢-rappresentabile <= Rad(¢$) C Kerh.

Dimostrazione. Sia B C V una base ortogonale di V e sia Mp(¢) la matrice associata a ¢
nella base B (che ¢ diagonale per quanto visto a teoria):

Mp(¢) = <€ 8)

dove D ¢ una matrice quadrata diagonale (senza zeri sulla diagonale) di ordine uguale a
rnk(¢) e la matrice nulla in basso a destra rappresenta Rad(¢). Non avendo zeri, si ha
anche che rnkD = rnk¢. Per definizione h & ¢ rappresentabile se e solo se dx € V tale per
cui e] Mp(¢)[z]s = h(e;) (gli e; formano una base ortogonale), ma e/ Mp(¢) & I'i-esima
riga della matrice Mp(¢). Si giunge dunque alla conclusione che il sistema

T h(el)
Mgp(9)[zlp =Mgp(o) | : [ = :
Tn h(en)

ha soluzione se e solo se e Mp(¢)[z]p = h(e;) ha soluzione per ogni i = 1,...,n. Per il
criterio di Rouché-Capelli il sistema ha soluzione se e solo se il rango della matrice completa
e di quella dei soli coefficienti sono uguali. Si ha che | amatrice completa ha la forma seguente

D 0 h(el)

(Mp(9)|b) = :
0 0 hlen)

Ma notiamo che se Rad(¢) C Kerh, allora gli ultimi dimRad(¢) elementi del vettore dei
termini noti sono nulli, in quanto sono proprio i vettori associati al radicale: la soluzione
dipende solo dai primi rnk¢ vettori; ma rnkD € massimo e dunque esiste sempre una
soluzione! Segue da tutto cio che h ¢ rappresentabile, ovvero che ¢ vera anche I'altra freccia.

23.4 Rappresentabilita e basi ortogonali

Sia B = {by,...,b,} C V una base ortogonale di V' e sia v € V, allora sappiamo che esistono
(unici) o tali per cui v =), 5 a;b;. Per quanto visto a teoria, gli ; sono i coefficienti di
_ #(vd)
~ o(b,b)
rappresentano i funzionali.

Fourier ¢(v, b;) e quindi abbiamo direttamente la possibilita di trovare i vettori che
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23.5 Esercizio 3

Sia Mp(¢) € M(3,R) la matrice che rappresenta il prodotto scalare ¢ nella base ortogonale

B - {61562763}
1

- 0
Mp(¢)=1{ 0 0
0

o w o

_1
3

e sia (R®)* > f = x + 3y — 2z un funzionale. Si ha che f & rappresentabile per quanto
affermato nella proposizione di prima, in quanto Rad(¢) = {0} C Kerf. Ci chiediamo
allora come sia fatto un vettore che rappresenta f. Tramite i coefficienti di Fourier abbiamo

_ 9(v,en) n P(v,e2) n ¢(v, e3)

7¢(€1,€1)61 ¢(€2,€2)62 ¢(€3,63)63

Notiamo subito che conosciamo ¢(e;, e;) (sono i coefficienti sulla diagonale), inoltre, se v
rappresenta f, allora ¢(v,e;) = f(e;): giungiamo quindi all’'uguaglianza

-1

1
v=—f(er)er + gf(€2)€2 —3f(e3)es = —e1 + ea + 6eg = 1
6

e quindi il vettore di sopra rappresenta f.
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24  Esercitazione 02-05-2022

24.1 Esercizio 1
Sia V =M(2,K) e ¢ € PS(V) definito dalla matrice

Mp(¢) =

— = O
S NN O
_w N =
O = O

dove B C M(2,K) ¢ la base B = {F11, Ea3, Eo1, E12}. Sia f € V* definita da

f((z Z)):a—%—c

Si mostri che f & ¢-rappresentabile e trovare un vettore che rappresenta f. Si risponda poi
alla seguente domanda: dato a € K, Ju, tale che v, rappresenta f e ¢(vy,vq) = a?

Soluzone: Per quanto visto nell’Esercizio 2 della scorsa esercitazione una condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché f sia rappresentabile ¢ che Rad(¢) C Kerf. Cerchiamo quindi
Rad(¢): per farlo determiniamo Ker(Mp(¢)): come sempre, basta determinare lo spazio
delle soluzioni del sistema lineare associato alla matrice:

1 0 1 1 T 0
02 20 y| |0
1 2 3 1 z| |0
1 01 0 t 0
si traduce nel sistema
r4+z4+t=0
2y+22=0
r+2y+32+t=0
rz+2=0
che ha come soluzioni t =0, y = x = —z, ovvero
—z -1
Ker(MB(gb)):{ A E zEK}:Span( _11 )
0 0

Adesso, questo vettore ¢ I'immagine della matrice che rappresenta Rad(¢) mediante 1’i-
somorfismo delle coordinate sulla base B: applichiamo quindi []]_31 al vettore trovato e
—1

otteniamo
(-1 0
I N R |

Rad(o) = span(( 1 °)))

Per verificare che Rad(¢) C Kerf ci basta verificare che la valutazione di f sulla matrice
che genera il radicale da come risultato 0:

f<<_11 _01>> =-1-(-1)-1=0

si ha quindi che Rad(¢) C Kerf e quindi che f & ¢-rappresentabile.

Vogliamo ora trovare un vettore che rappresenta f: sia v un vettore che rappresenta f, e sia
w € Kerf, allora ¢(v,w) = f(w) = 0: otteniamo un’informazione importante, ovvero che i
vettori che rappresentano i funzionali sono sempre ortogonali ai vettori del nucleo del funzio-
nale. Per cercare quindi un vettore che genera f possiamo trovare ker f* e successivamente

-1

(i

0 B

e quindi

183



cercare un vettore qua dentro. Essendo Kerf un funzionale (non nullo), esso ¢ surgettivo e
quindi dimKerf = 4—1 = 3. Si ha quindi che dimKer f+ = dimV —dimKer f+dim(Kerfn
Rad(¢)) = 4 —3+1 = 2 (nota che Rad(¢) C Kerf = Kerf N Rad(¢) = Rad(¢)). Sia
Z un supplementare di Rad(¢) in Kerf, allora un vettore che rappresenta f appartiene
sicuramente a Z.

Determiniamo una base di Kerf: sappiamo che dimKerf = 3 e che

(_11 01) € Kerf

Inoltre notiamo che nell’espressione di f non compare d (entrata in alto a destra) quindi

una matrice del tipo
0 d € Kerf
00

(8 é) € Kerf

Per determinare 1'ultima matrice che genera una base di Kerf ci basta trovare una matrice
indipendente dalle altre due che rispetti la relazione di appartenenza al Ker (a—2b—c = 0),

ad esempio la matrice
10
(1 O> € Kerf
Quindi abbiamo una base di Kerf:

{56060

Notiamo inoltre che la prima matrice genera Rad(¢) e quindi per questioni teoriche

sesma(3 ). (1 0)

ad esempio

¢ un supplementare di Rad(¢).

Per trovare 'ortogonale di Kerf basta trovare Z1: imponiamo le equazioni

+/1 0 1 1 1 0 1 1
¢(mw 01)75310 0 2 20 01 *(xzw)0220
z oy)\o 0)) T |\ y 1 2 31 o of| WY 1 2 31
P\1 010 B 1010

1

0

=(xyzw) | =z+2=0

0
+/1 0 1 1 1 0 1 1
d)(xw 10)_xw 02 2 0 1 0 —(:cz)0220
: oy)\ o)) T\ y 12 3 1 1 0)| TWIEYLL 2 3 1
P\1 010 B 1010

=(xyzw) =204+ 2y+4z+2w=2(x+y+22+w)=0

N NN

ovvero la condizione di appartenenza a Z+ ¢ data dal sistema

rz+2=0
r+y+2z+w=0

ovvero z = —xr e y = x — w. Si ha quindi che le matrici che stanno in Z+ sono del

tipo
T w . 10 n 0 1
—z r—w) T\l-1 1 “lo -1
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dove il primo pezzo ¢ Rad(¢) (che & ovviamente ortogonale a Kerf) e il secondo ¢ il sot-
tospazio nel quale dobbiamo cercare il vettore che rappresenta f. Deve quindi succedere

aw(§ 1) =3 )

1 0Y) . . . . .
(( ) & una matrice scelta a caso): cosi troviamo w. Si ha che

0 0
f(((l) 8)):1-0-0:1

e
1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 02 20 0 0
¢(w<0 _1>,(0 0)):10(0—101) 123 1110 =w(0-101) 1 =w(l)=w
1 010 0 1
e quindi si ha w = 1. Quindi il vettore
(0 1
"Zlo -1
rappresenta f: verifichiamolo.
1 0 1 1 T T
0 1 x t\, 0 2 2 0 Uyl _ 1 o vyl _ o z 1
oy L) (5 =] 5 3 H] Y| =a-zean [Y] o= n (20
101 0 t t

Infine, dato che abbiamo dovuto dare una condizione su w, la risposta all’ultima domanda
e NO, in quanto altrimenti avremmo potuto riscalare il vettore fino a fargli avere forma
quadratica uguale a 1.

24.2 Descrizione del gruppo O(2)

Sia V = R? e ¢ =< -,- >90 (prodotto scalare standard). Allora O(< -,- >) = O(2),
dove O(2) & il gruppo delle matrici ortogonali di ordine 2, ovvero il gruppo O(2) = {M €
M2,R)|MTM = L)}

Come ¢ fatto questo gruppo? Notiamo che deve essere verificata la condizione

a b\ [(fa c\ (1 0

c d)J\b d) \0 1
a b\ (a ¢\ _[(a*+b ac+bd) (1 0
c dJ\b d)  \ac+bd +d*)  \0 1

che si traduce in a® + b?> = ¢ +d?> = 1 e ac + bd = 0. Ricaviamo da queste due condizioni
che ¢ = +a e b = +d. Si ha quindi che le matrici appartenenti a O(2) hanno tutte la forma

a b a —b
b —a)’ \b a
con a® +b* =1 (da cui |al,|b| < 1). Dato che quest’equazione ci ricorda la celeberrima

cos®(t) + sin?(t) = 1, possiamo affermare che 3t € [0,27) tale che a = cos(t) e b = sin(t).
Quindi le nostre matrici diventano della forma

(it i B G
Notiamo che applicando la prima matrice al vettore <(1)) otteniamo
(ot o) () = (o)
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che e il vettore che rappresenta la rotazione del vettore ( di un angolo ¢ in senso antiorario

0

(1)) otteniamo

(cos) ) (9) = (0

che ¢ il vettore che rappresenta la rotazione del vettore (1> di un angolo t in senso antiorario

rispetto all’origine. Se invece la applichiamo al vettore (

rispetto all’origine.

A

{1 »
i-‘l_ [m'r_mi—-l.-l"')
T

. o . cos(t) —sin(t)
Diamo quindi alla matrice <sm(t) cos(t)

in senso antiorario rispetto all’origine. Otteniamo come conseguenza che il gruppo ortogonale
contiene le Rotazioni.

> il nome di matrice di rotazione di un angolo ¢

0

(ol o) (6) = (Gte) = (onts) emst) (6)

ovvero otteniamo lo stesso risultato che otteniamo quando applichiamo la prima matrice...

. . _ . 1 .
Cosa otteniamo invece se applichiamo la seconda matrice al vettore ( )? Si ha che

. _ . 0\ .
tuttavia se applichiamo la seconda matrice al vettore 1) s ha

cos(t)  sin(t) 0\ [ sin(t) \ _ cos(t) —sin(t)\ (0
(sin(t) cos(t)) (1) B (cos(t)) - (sm(t) cos(t) ) (1)
cioe otteniamo che I'immagine tramite la seconda matrice ¢ la riflessione rispetto alla retta
passante per (0,0) e (cos(%), sin(%)). Questa matrice si dice matrice di riflessione rispetto
a una retta.
Abbiamo allora che rotazioni e riflessioni sono ”trasformazioni ortogonali”, in quanto rap-

presentate da matrici ortogonali e in particolare se A € O(2) e detA = 1, la matrice & una
rotazione, mentre se A € O(2) e detA = —1 la matrice ¢ una riflessione.

24.3 1l Piano Iperbolico R?
Sia V =R? e sia ¢ € PS(V), con ¢ rappresentata dalla matrice

Mp(¢) = (? (1)>

che & la matrice associata a ¢ in una base iperbolica: tale spazio € un piano iperbolico.
Notiamo che e; e es sono vettori isotropi, infatti

oeren) =T m@e = 10) (] ) (5) =0 () =0

dlercen) =P perea = 01) (7 ) () =0 (5) =0
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Notiamo anche pero che e; e e NON sono ortogonali, infatti

dtercen) =Dtatores = 00y () (§) =0 () =1

e dato che {ej,es} € una base di R? nessun altro vettore di R? (a parte i multipli di e; e i
multipli di es) & isotropo: se infatti v € R? (e v ¢ Span(e;) U Span(es)) si ha che

B(v,v) = ¢p(aer + Bea, aer + Bea) = a’d(er, e1) + B2p(e2, e2) + 2aB¢(e1, €2) = 2a8 # 0

Segue dunque che CI(¢) = Span(e;) U Span(ez). Sia ora f € O(¢), allora f(e1), f(e2) €
CI(¢), infatti

pler,e1) = d(f(e1), f(e1)) =0

d(e2,e2) = ¢(f(e2), fle2)) =0
Ma abbiamo detto che CI(¢) = Span(er) U Span(es), quindi, dato che f manda basi in
basi essendo un isomorfismo, si hanno due possibilita: f(e;) = \je; o f(e;) = A\3_;ez—; con
i=1,2e )\ € R/{0} (3 —¢ & un metodo carino per indicare che 1 — 2 e 2 +— 1). Si ha
quindi che la matrice associata a f nella base canonica ¢ del tipo

gz =4 1)

oppure del tipo
Can _ 0 >\1
MCan(f)* ()\2 0)

Sappiamo inoltre che det M52 (f) = +1, in quanto se A ¢ una matrice che rappresenta un
prodotto scalare e M la matrice che rappresenta un’isometria del gruppo ortogonale in una
base B, allora A = M T AM: applicando il determinante si ottiene detA = det(M T AM) =
detM TdetATdetM = detM? = 1 = detM = £1. Ma allora detME(f) = £ A2 =
+1, da cui A\ = )%2: le matrici si riconducono a

G 3@ )

Le matrici con determinante 1 sono dette matrici di rotazione, mentre quelle con determi-
nante -1 sono dette di riflessione.

Controlliamo i punti fissi di queste trasformazioni: la prima matrice & diagonale e gli auto-
valori sono ovviamente \ e % Per l'altra invece cerchiamo il polinomio caratteristico della

matrice
0 A
a=(3 )
5 0

pa(t) = ( tl _t)‘> =121

X
le radici di questo polinomio sono 1 e -1, che sono quindi gli autovalori: i punti fissi in questo

caso sono L6 -()-6) = {Z: v

ovvero tutti i vettori del tipo ( )\aa

>|=

sono fissi, che si traduce in

Vi) = pan )

24.4 Esercizio 2

Sia V' un K-spazio con dimV =n > 2 e ¢ € PS(V) non degenere. Sia f € O(¢), con
dimV1(f) = n — 1. Dimostra che |y, s, € non degenere.

Soluzione: possiamo assumere che f # idy (infatti se fosse f = idy, si avrebbe dimVy(f) =
n); supponiamo per assurdo che ¢|V1(f) sia degenere, allora Rad(¢|vl(f)) # 0. Notiamo
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pero che Rad(¢y, ) = Vi(f) N Vi(f)*. Tuttavia dimVi(f)* = dimV — dimVi(f) +
dim(Rad(¢) N Vi(f)) = n—n+1 = 1 (Rad(¢) = {0} per ipotesi) e dunque, dato che
Vi(f) N Vi(f)t # {0}, si deve avere Vi(f)t C Vi(f) (Uintersezione ha dimensione al-
meno 1 e dimVi(f)t = 1) e dunque Rad(¢y,, ;) = Vi(f)* = Span(vg). Esiste quin-
di 0 # vy € V tale che Vi(f)* = Span(vg). Consideriamo la forma quadratica di v:
qs(vo) = ¢(vo,v0); dato che vy € Vi(f)t C Vi(f), si ha anche che vy € Vi(f) e dun-
que gg(vo) = 0, ovvero vo € CI(¢)/{0}. Ma in tutto cid f ¢ un’isometria e quindi
d(vo,v0) = O(f(vo), f(vo)) = &(f(vo),v0). Tuttavia ¢ & non degenere e quindi per que-
stioni teoriche si ha che Vi(f) = (Vi(f)1)t = (Span(vg))t = vg. Sia U un supple-
mentare di Span(vg) = Vi(f)* in Vi(f), ma allora ¢, ¢ non degenere (in quanto U &
supplementare del radicale). Inoltre U & f-invariante in quanto U C Vi(f) e dimU*¢ =
dimV —dimU +dim(Rad(¢)NU) = dimV —dimU. Da una parte si ha dimU~¢ = 2 in quanto
dimU = dimV;(f)—1 (supplementare di un sottospazio di dimensione 1) e dimV;(f) = n—1,
quindi dimU = n—2, da cui dimU¢ = dimV —dimU = n—n+2 = 2. Poivy € Ut NCI(¢)
(vo € Ut in quanto vy € Rad(¢y,, ,,) e quindi ¢, (vo,u) = 0Vu € U). Ma allora Uts
¢ un piano iperbolico! (ha dimensione 2, non ¢ anisotropo in quanto contiene vy e (b‘U L e
non degenere in quanto ¢, ¢ non degenere e anche ¢ lo ¢).

Dato che f e un’isometria del gruppo ortogonale, anche la sua restrizione a un piano iper-
bolico lo & e quindi f‘U% € O(qﬁ‘uw): una base iperbolica di U1# ¢ data da wvg,v1, con
vy € UL e vy ¢ Span(vg). Dato che 1| Ly ¢ una restrizione di f, anche essa fissa vy, ovvero

b ., (vo) = wo. La matrice Mp(fi Ly ) & del tipo visto sopra (paragrafo 24.3): in particolare
(o8 U

Mg(f .,) = (6\ 9)

A

la matrice associata ¢

con A =1 (infatti se fosse dell’altra forma non fisserebbe vettori arbitrari). Si ha quindi che

Mp(d) )= (é (1)> =1

ovvero f L, = id) L, Ma cio & assurdo in quanto V = U @+ U*¢ (¢ & non degenere),
U U
UcVi(f)e f ., =id ., ovvero f @ lidentita (fissa U e U+#), in contraddizione con
U U

quanto detto all’inizio.

Osservazione: Tutto questo lungo esercizio € in realtd un enunciato importantissimo che
serve a dimostrare una proposizione: se (V, ¢) & un K-spazio di dimensione n, f & un’isome-
tria del gruppo ortogonale tale per cui Vi (f) ha dimensione n — 1 e ¢ € non degenere, allora
|y, s, © non degenere. Questo implica che se ¢ & non degenere e f € O(¢), allora V;1(f) ha
dimensione n — 1 <= f & una riflessione ortogonale a Vi(f) (la freccia <= & ovvia dalla
teoria, dalla definizione di riflessione ortogonale).
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25 Esercitazione 06-05-2022

25.1 Esercizio 1

Sia V un K-spazio di dimensione n e sia ¢ € PS(V). Si dimostri che se ¢ & anisotropo e
f € O(o), allora f & composizione di n — dimV7(f) riflessioni ortogonali.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che se h,g € End(V), allora Vi(go h) D Vi(g) N
Vi(h) (se un punto & fisso per due endomorfismi, & fisso anche per la loro composizione)
e in particolare se g ¢ una riflessione ortogonale sappiamo che dimVi(g) = n — 1, da cui
dim(Vi(g) N Vi(h)) = dimVi(h) o dim(Vi(g) N Vl(h)) = dimVi(h) — 1 (nel primo caso
Vi(h) C Vi(g) e nel secondo Vi (h) NVi(g) € Vi(g)). Segue quindi che

dimVi () — 1 < dim(V1(h) N Vi (g)) < dimVi (h)

Adesso, se f & composizione di k riflessioni ortogonali f = p; o...0 py (visto a teoria), allora
dimV1(f) > dim(Vi(p1 0 ... 0 pg—1)) — 1 e reiterando

dimVy(f) = dim(Vi(p1o...opg—1))—1>..2n—-1—(k—1)=n—k

e dunque k > n — dimVi(f) (abbiamo una disuguaglianza dall’alto).
Procediamo con la dimostrazione per induzione su n — d (con d = dimVy(f))

-d=0<«= n—d=mnequindi dmVi(f) = n, quindi f lascia invariati tutti i punti, e
quindi f e 'identita, che € composizione di 0 riflessioni.

-d=1<+= n—d=n-—1 e quindi, per quanto visto nell’ultimo esercizio della scorsa
esercitazione, f € una riflessione, che & ”composizione di sé stessa”.

- Assumiamo la tesi vera per ogni isometria f del gruppo ortogonale tale per cui dimVy(f) =
d+ 1: si ha che n — dimVi(f) = n —d — 1. Dal fatto che ¢ & anisotropo segue che ¢ & non
degenere e quindi posso scrivere V come somma diretta ortogonale di due sottospazi, in par-
ticolare V = Vi (f) @+ Vi(f)* (nota che Vi(f)* & non banale). Consideriamo w € V;(f)*:
dato che la somma di sopra & diretta w ¢ Vi(f), ovvero w non & un punto fisso, da cui
f(w) —w # 0. Sappiamo che ¢ ¢ anisotropo e quindi f(w) —w ¢ CI(¢): ha senso quindi
definire la riflessione p relativa al vettore f(w) —w: p = py(y)—w € definiamo poi g = po f:
vogliamo far vedere per terminare la dimostrazione che dimVi(g) = dimVi(f)+1 (e il resto
segue dall’ipotesi induttiva).

Osserviamo che dato un qualsiasi v ¢ CI(¢) e un u € V, p,(u) = u — 2¢(v, u)v (deriva dal
fatto che possiamo scrivere V = v+ @1 Span(v)): usando questa relazione si ha

¢(f(w) —w, f(w))
d)(f() wf() w)

f(w)) = ¢(w, f(w)) = dp(w, w) — d(w, f(w))

(w),
giustificato dal fatto che f sia un’isometria di

)e
(w )1 fw)) =20(f (w), w) + ¢(w, w) = 2¢(w, w) —

g(w) = p(f(w)) = f(w)=2¢(f(w)=w, f(w))(f(w)-w) = f(w)=-2 (f (w)—w)

Notiamo ora che ¢(f(w) — w, f(w)) = &(f
(dove il passaggio ¢(f(w), f(w)) = ¢(w,w
O(V)) e che ¢(f(w) —w, f(w) —w) = ¢(f
20(f(w), w) = 26(f(w) — w, f(w)) (ovv

er denominatore del coefficiente di Fourier ¢ il
doppio del numeratore): otteniamo g(w) =

(f(w) = f(w) = 2(3(f(w) —w)) = f(w) -
f(w)+w = w e quindi w € V1(g) (ma non a Vi(f)). Per quanto visto all’inizio dell’Esercizio
segue allora che Vy(g) = Vi(pof) D Vi(p)NVi(f). Ricordiamo perod che w € Vi (f)*: siccome
Vi(f) & f-invariante e f € O(V), allora anche Vi (f)* & f-invariante e quindi f(w) € Vi (f)*:
essendo esso un sottospazio f(w) —w € Vi(f)t = Vi(f) = Vi(f)H)* C (f(w) —w)t =
Vi(p) (& la riflessione ortogonale a f(w) — w). Ricapitolando

Vi(g) D Valp) nVi(f) = Va(f)

(abbiamo appena verificato che Vi(f) C Vi(p)) da cui segue che dimVy(f) > d+1. Dato che
g=pof, f=ptog=pog (basta ricordare che p? = idy): quindi Vi (f) D Vi(p) N Vi(g)
e dato che Vi(f) C Vi(p) e Vi(f) C Vi(g), segue che Vi(f) C Vi(p) N Vi(g) e quindi per
doppia inclusione si ha un’uguaglianza:

Vi(f) = Vi(p) N Vi(g)
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e quindi
dimVi(f) = d+1 = dim(Vi(p) N Vi(g)) = dim(Vi(p)) + dim(Vi(g)) — dim(Vi(p) + Vi(g)) =

=n—1+dim(Vi(g)) —n=dim(Vi(g)) — 1 = dim(Vi(g)) =d + 2

segue per ipotesi induttiva che ¢ = p; o ...p,_q_2 Ovvero g & composizione di n — d — 2
riflessioni ortogonali e che quindi f = pog=pop; o...pn_gq_2 € composizione di n —d — 1
riflessioni ortogonali.

Osservazione: segue come corollario il teorema di Cartan-Dieudonné nel caso aniso-
tropo: se ¢ & un prodotto scalare anisotropo, allora ogni isometria del gruppo ortogonale si
scrive come composizione di al pitt n riflessioni ortogonali.

25.2 Esercizio 2

Sia V' uno spazio reale e sia ¢ € PS(V). Si dimostri che ¢ ¢ semidefinito se e solo se CI(¢) =
Rad(¢) (nella dimostrazione usiamo semidefinito positivo, & analogo il caso seminegativo).

Dimostrazione. Mostriamo le due frecce separatamente:

(=) Sia U un supplementare di Rad(¢) in V, ovvero V = U @+ Rad(¢); sappiamo inoltre
dalla teoria che ¢, ¢ non degenere (lo spazio (U, ¢),,) & isometrico a (V/Rad(¢), $) lo spazio
canonicamente non degenere associato a (V,¢)): quindi se ¢ & semidefinito, anche ¢, lo ¢,
ma allora si deve avere che iy (¢, ) +i_(¢),) +i0d|, = iy+(d),) = dimU (¢|, non assume
valori negativi e quindi i_ (¢}, ) = 0 e ig(¢, ) = 0 per non degenericita)e quindi ¢, ¢ definito
positivo e quindi anisotropo per quanto detto a teoria. Ma ovviamente C'T (¢‘U) =CI(¢p)nU
(i vettori isotropi di ¢|,, sono i vettori che sono isotropi rispetto a ¢ e che appartengono a U)
= CI(¢)NU = {0} e quindi, dato che V' = U®* Rad(¢), necessariamente C1(¢) C Rad(¢).
L’altra inclusione & ovvia per questioni teoriche e quindi si ha che. CI(¢) = Rad(¢).

(«<=) Mostriamo ora che se CI(¢) = Rad(¢) allora ¢ & semidefinito. Sia U un supplemen-
tare di Rad(¢) in V' come sopra. Sia By una base di U e sia Bgqa(g) una base di Rad(¢):
I'insieme B = By U BRraa(e) ¢ una base adattata alla somma diretta di V. Consideriamo
allora la matrice Mp(¢): essa sara una matrice a blocchi del tipo

Mp(9) = (MBU()(¢”) 8)

(i 3 blocchi di zeri sono dovuti al fatto che la base relativa al radicale annulli tutte le entrate).
Sappiamo che CI(¢,) = CI(¢)NU = Rad(¢)NU = {0} e dunque, per quanto visto a teoria
¢, ¢ definito positivo. Ma allora ¢ ¢ semidefinito in quanto esistera una base D per cui
Mp(¢y,) = Ip, con p = dimU (ovvero tutti i vettori di U hanno forma quadratica positiva),
ed esistono vettori isotropi.

25.3 Esercizio 3

Sia V = M(n,R) esiano ¢(A, B) = tr(A-B) e (A, B) = tr(A-B") (notiamo che ¢(A, BT) =
¥(A, B)). Mostrare che ¢ e ¥» NON sono isometrici.

Dimostrazione. Essendo ¢ e v due prodotti scalari reali, vogliamo usare la segnatura per
mostrare la tesi (ricordiamo che due prodotti scalari reali sono isometrici se e solo se le loro
segnature sono uguali: conseguenza del teorema di Sylvester). Cominciamo a calcolare la
segnatura di .

Consideriamo A € M(n,R) e sia (A, A) = tr(A- AT): come & fatto l'i-esimo elemento
della diagonale di A-AT? Per definizione esso ¢ il prodotto tra l'i-esima riga di A e 1’i-esima
colonna di AT, ma I’i-esima colonna di A" & proprio l'i-esima riga di A e quindi si ottiene
che

(A-ANi=Y"al>0
=1
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(si ha uguaglianza se e solo se tutta ’i-esima riga di A ¢ nulla). Otteniamo quindi che 'unica
matrice B tale per cui ¢/(B, B) = 0 & la matrice nulla, mentre per ogni altra matrice A si
ha che (A, A) > 0, ovvero ¢ & definito positivo. Si ha quindi che la segnatura di ¢ &

a(¥) = (n?, 0, 0)

Troviamo ora la segnatura di ¢: abbiamo notato nel testo che ¢(A, BT) = (A, B): con-
sideriamo allora A € S,,(R) non nulla; si deve avere ¢(A4, A) = ¢(A, AT) = (A, A) > 0.
Si ha cosi che ¢ & definito positivo su tutto lo spazio delle matrici simmetriche e quindi
i+(¢) > dimS,(R) = w Cosa succede perd se A € A,(R)? ¢(A, A) = ¢p(A,—AT) =
—p(A,AT) = —p(A, A) < 0: ma allora i_(¢) > dimA,(R) = "= Notiamo ora che

2
iv(¢) +i_(¢) +io(¢) = n? e per quanto detto sopra iy (¢) +i_(¢) > w + % =n?:
dato che ig(¢) >

0 (in particolare ci interessa il fatto che non sia negativo) si deve avere per
forza iy (9) 2+1) ei_(¢) = @7 che determina completamente la segnatura

&

n(n

() = (n(n2—|— 1)7 n(nz— 1)

Dato che le segnature dei due prodotti scalari sono diverse, essi non sono isometrici per
quanto visto a teoria.

70)

25.4 Classi di congruenza di Prodotti Scalari Reali

- dimV = 1: ci sono tre possibili prodotti scalari (a meno di isometria), determinati dalle
matrici 1 x 1: (1) che & il definito positivo, (—1) che ¢ il definito negativo, (0) che & il
prodotto scalare nullo.

- dimV = 2: ci sono sei possibili prodotti scalari (a meno di isometria), determinati dalle

matrici 2 X 2
1 0 -1 0 -1 0
0 1)’ 0o 1)’ 0 -1

che sono quelli non degeneri e
1 0 -1 0 0 0
0 0/’ 0 0/ \0 O

- dimV = 3: ci sono 10 possibili prodotti scalari (a meno di isometria), determinati dalle
matrici

che sono quelli degeneri.

1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
01 0}, 0o -1 0|, 0 1 0}, 0 -1 0
0 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 1
che sono quelli non degeneri e
1 0 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 O 0 0
01 0}, 0 -1 0], 0 -1 0], 0 0 0]}, 0O 0 0}, 0 0
0 0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 O 0 0 O 0 0

che sono quelli degeneri.

- Come possiamo generalizzare questi numeri al caso generico dimV = n? Ovvero, co-
me rispondiamo alla domanda: ”quanti prodotti scalari ci sono in uno spazio di dimensione
n”? Notiamo che il calcolo ¢ puramente combinatorio (non dipende in alcun modo dalla
geometria). Ragioniamo in questo modo: nel caso non degenere il numero complessivo di
prodotti scalari ¢ semplicemente n 4+ 1 in quanto ogni prodotto scalare ¢ completamente
determinato dalla sua segnatura: quante segnature possibili c¢i sono? La risposta a questa
domanda e la stessa che diamo alla domanda ”quante soluzioni intere non negative ha l’e-
quazione a + b = n?” (nota che iy = a e i_ = b) e sappiamo che il numero di soluzioni di
un’equazione del genere ¢ un semplice ”stars and bars”:

1
#{soluzioni di a + b =n} = <n41r >—n+1
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Cosa succede nel caso degenere? Procediamo per gradi: consideriamo i prodotti scalari
per cui i9 = 1 (ovvero hanno un solo 0 sulla diagonale): rifacendoci al caso di prima, il
numero di prodotti scalari &€ uguale al numero di soluzioni intere non negative dell’equazione
a+b+1=n<= a+b=n-—1, che ha n soluzioni. Procedendo in maniera induttiva
otteniamo che per i prodotti scalari tali per cui ig = k (0 < k < n) il numero di essi (a meno
di isometria) ¢ n — k 4 1: spaziando su ogni k otteniamo che

1 2
#{prodotti scalari in uno spazio di dimensione n a meno di isometria} = 142+ - -+n+1 = %

25.5 Metodo di Jacobi

Sia V' uno spazio reale e siano W C W/ C V con W e W’ sottospazi vettoriali. Assumiamo
che dimW’ = dimW + 1 e che ¢|,, ¢ non degenere. Sia A la matrice che rappresenta ¢y,
nella base B e sia A’ la matrice che rappresenta ¢|; nella base B’ = BU {w'}. C’¢ una
relazione tra A e A’: in particolare si ha che A’ si ottiene da A orlando (infatti tutte le
entrate della sottomatrice di ordine dimW x dimW sono le stesse di A):

A= (A s, w'))

Consideriamo detA’. Esso ¢ 0 se e solo se w’ € Rad(¢) (infatti tutta I'ultima colonna di A’
sarebbe nulla, mentre la matrice A ¢ invertibile dato che per ipotesi ¢|,, ¢ non degenere).
In particolare conviene scrivere la precedente nel modo

detA’ B
detA

detA =0 =

Se invece detA’ # 0, allora w’ ¢ Rad(¢): possiamo supporre, a meno di cambiare w’, che
Span(w') L W: la matrice A’ diventa cosi

A= <81 o w’)>

Ma questa matrice & diagonale a blocchi, quindi per la teoria detA’ = detA- p(w’, w'), ovvero

_ detA’
T detA

Scegliamo ora una base ortonormale di W, ovvero tale per cui

A= <Ii+(¢|w) 0 >
0 Ii (¢

Notiamo che detA = (—1)=(®iw) Ma allora si ha che

p(w',w')

S ) = det A’ {> 0 is(dy, ) =ir(d),)+1

CdetA | <0<=i_(¢y,) =i-(¢),)+1

Notiamo che ha senso in quanto se it (¢ ) = i+(¢},,) + 1 allora i_(¢, ) = i—(¢, ) e
quindi il rapporto dei determinanti ¢ un rapporto di numeri negativi, che & positivo (stesso
ragionamento per il <).

Consideriamo allora una bandiera di sottospazi Vi C Vo C ... C V,, =V (con dimV; = i)
tale per cui ¢‘Vi e non degenere Vi < n. Iteriamo quindi il discorso di prima e cerchiamo
di capire dalla variazione di segno dei determinanti delle matrici dei vari prodotti scalari il
valore di i_ e di i;.. Cerchiamo di capire meglio con un esempio.

SPIEGAZIONE 2 (ESERCITAZIONE DEL 09/05/22, a mio avviso pilt comprensibi-
le): Sia V uno spazio reale tale che esiste una bandiera V; C Vo C ... C V;, = V con
Vi = Span(vy,...,v;) e tale per cui Vi < n ¢, ¢ non degenere (se ¢ ¢ degenere non ci
sono problemi). Sia B; = {vy,...,v;} e sia M = Mp, (¢) e indichiamo con m; il deter-
minante dell’i-esimo minore principale di M, ovvero m; = det(Mp, (¢, )). Notiamo che

sgn(m;) = (fl)i_(qb"’i) (la matrice ¢ diagonale con soli 1 e -1 sulla diagonale). Per di piu
vale che i, (¢y,,) < ix(d)y,,, ) <ix(d),) +1 con x € {+, —}: la prima disuguaglianza & vera
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per contenimento, la seconda invece vale perché i+(¢|vi) + L(d)‘vi) = ¢ e quindi gli indici
di negativita e positivita, nel complessivo aumentano di 1, ovvero uno rimane invariato e
laltro aumenta. Quindi, se sgn(m;) # sgn(m;41), allora necessariamente & cambiata la pa-
rita di i_, ovvero i_(qﬂviﬂ) =1i-(¢},,) +1 e iy rimane invariato. Di contro, se il segno non
cambia € ¢4 a cambiare. Quindi leggendo i minori principali della matrice che rappresenta
¢ possiamo capire la segnatura di ¢. Possiamo quindi caratterizzare iy e ¢_ nel seguente
modo:

iy = #{permanenze di segno nel passaggio tra m; e m; 11 + 5fgn(m1)}
i_ = #{cambi di segno nel passaggio tra m; e m;y1 + 5i91n(m1)
dove
seon(mn) _ 1 <= sgn(mi) =1
! 0 <= sgn(my) # 1
e

sogn(mn) _ 1 <= sgn(my) = —1
-1 0 < sgn(my) # —1

25.6 Esercizio 4

Sia V uno spazio vettoriale reale e sia ¢ € PS(V) rappresentato dalla matrice
1
1 2 -1
0o -1 3

in una certa base B. Si determini la segnatura di ¢.

Soluzione: Utilizzando il metodo di sopra, dobbiamo trovare i determinanti dei minori prin-
cipali (consideriamo la bandiera Span(e1) C Span(eq,e2) C Span(er, ez, es3)).

11 primo minore che troviamo & quello 1 x 1 in alto a sinistra, rappresentato da A = (1):
ovviamente det(1) = 1.

Il secondo minore che troviamo & quello 2 x 2 in alto a sinistra, rappresentato dalla matrice

, (11
=i 3)

1 1
det(l 2):2—1:1>O

Il suo determinante &

e quindi, per quanto detto sopra i, (A') =i (A)+1=2.
Il determinante di tutta la matrice e invece

1 1 0
det |1 2 —1| =det 2 — det -l =6-1-3=2>0
0 1 3 -1 3 0 3

Siccome non ci sono cambiamenti di segni (e ¢ & non degenere) si ha che i_ =0e iy = 3.
11 punto & che stiamo cercando spazi sempre pit grandi e vediamo che su ognuno (in questo

caso) il prodotto scalare ¢ definito positivo.

Osservazione: I minori principali sono tutti positivi (o negativi) se e solo se ¢ & definito
positivo.

25.7 Esercizio 5

Sia V' uno spazio vettoriale reale e sia ¢ € PS(V) rappresentato dalla matrice

w o o
—_ =N
N = W
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in una certa base B. Si determini la segnatura di ¢.

Soluzione: In questo caso non possiamo considerare la bandiera classica Span(e1) C Span(eq,es) C
Span(eq, e, e3) in quanto otterremmo che il determinante di ¢ ristretto a Span(e;) ¢ nullo.
Consideriamo allora la bandiera Span(es) C Span(es,e3) C Span(ei, ez, es): leggiamo i
minori principali partendo dal basso.

Il primo minore che troviamo & quello 1 x 1 in basso a destra, rappresentato da A = (2):
ovviamente det(2) =2 > 0.

11 secondo minore che troviamo ¢ quello 2 x 2 in basso a destra, rappresentato dalla matrice

, (11
“=(i )

det(l 1):2—1:1>0

Il suo determinante ¢

1 2

e quindi, per quanto detto sopra i, (A") = i; (A)+1 = 2. Il determinante di tutta la matrice
e invece

=-5<0

N — W

0 2
det |2 1
3 1

Questo ci dice che c¢’¢ almeno un sottospazio in cui ¢ ¢ definito negativo: i_(¢) > 1. Dato
che iy +i_ = 3 si deve avere per forza che la segnatura ¢ o(¢) = (2,1,0).

194



26 Esercitazione 09-05-2022

26.1 Esercizio 1
Sia V' uno spazio reale e sia ¢ € PS(V) definito da

0o 1 2
A=11 -1 1
2 0 3

in una certa base. Determinare ().

Soluzione: Osserviamo che ¢, (o) ¢ definito negativo, infatti

0o 1 2 0
dlesea) =(010)[1 -1 1] [1]=-1
2 0 3 0
e ovviamente per ogni A € R non nullo si ha che ¢(Xea, Aea) = AN2h(ea,e2) = —A2 < 0.

Similmente ¢>‘SPM(€3) ¢ definito positivo, infatti

0 1 2 0
¢(€3,63) = (O 0 1) 1 -1 1 0] =3
2 0 3 1

e ovviamente per ogni A € R non nullo si ha che ¢(Aes, Ae3) = \2(es, e3) = 322 > 0, ovvero
it(¢),i—(¢p) > 1 (esistono due sottospazi di dimensione 1 tali per cui la restrizione di ¢ su
essi € una volta definita positiva e un’altra definita negativa). Notiamo ora che

0o 1 2
detA=det|1 -1 1] =1>0
2 0 3

ovvero ig(¢) = 0. Per altro notiamo che il minore

-1 1
0 3
ha determinante negativo e quindi, per quanto afferma il metodo di Jacobi presentato nella

scorsa esercitazione, si evince che i_, passando dal minore a tutta la matrice, aumenta e
quindi diventa maggiore o uguale di 2. Si ha cosi che o(¢) = (1,2,0).

Osservazione: H = Span(ej,ez) € un piano iperbolico in quanto ha dimensione 2 e la
matrice della restrizione assume la forma

)

(sono le prime due righe e le prime due colonne di A). Ovviamente e; € CI(¢, ) in quanto
I’elemento di posto 1,1 ¢ 0.

26.2 Esercizio 2
Sia V' uno spazio reale e sia ¢ € PS(V) definito da

A:

W = N
TN W N
=N DN
O = Ut W

in una certa base. Determinare o ().

Soluzione: Utilizzando il metodo di Jacobi si ha che, considerando i minori da quello in
alto a sinistra a quello in basso a destra

det(1) =1>0
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1 2
det(2 3)z3—4:—1<0

1 2 1
det |2 3 2| =1(6-4)—24—-2)+14-3)=-1<0
1 2 2
1 2 1 3
2 3 2 5
det 192 9 4|7 1>0
3 5 4 8
Scrivendo i segni in una sorta di stringa otteniamo
+ - - +
ovvero sgn(my) = 1 (che va ad aggiungersi ad eventuali conti che faremo con i, (¢)) e

possiamo contare una permanenza e due cambi di segno: si ha quindi che i1 (¢) =14+1=2
(uno & dato da sgn(mq) = 1 e l'altro dalla permanenza) e che i_(¢) = 2 (che sono i due
cambi di segno): la segnatura & cosi o(¢) = (2,2,0).

26.3 Esercizio 3

Sia V' uno spazio reale e sia ¢ € PS(V) definito da

= =N O
=N =N
= O N
N~ =

in una certa base. Determinare o(¢).

Soluzione: Utilizzando il metodo di Jacobi si ha che, considerando i minori da quello in
basso a destra a quello in alto a sinistra (perché il minore 1 X 1 in alto a sinistra & 0)

det(2) =2 >0
0 1
det(1 2>—0—1——1<0
1 21
det|{2 0 1) =-1-6+2=-5<0
1 1 2
0 2 1 1
21 2 1
det 12 0 1 =9>0
1 11 2

Scrivendo i segni in una sorta di stringa otteniamo
+ - - +

ovvero sgn(mq) = 1 (che va ad aggiungersi ad eventuali conti che faremo con i (¢)) e pos-
siamo contare una permanenza e due cambi di segno: si ha quindi che i (¢) =1+1 =2
(uno & dato da sgn(mq) = 1 e laltro dalla permanenza) e che i_(¢) = 2 (che sono i due
cambi di segno): la segnatura ¢ cosi o(¢) = (2,2,0).

Osservazione: Se non siamo nelle ipotesi del metodo di Jacobi il metodo standard per il
calcolo delle segnature e ”trovare una base ortogonale con Gram-Schmidt”. E perd vero
che se ¢ ¢ degenere e conosciamo Rad(¢), ci basta trovare un supplementare U di Rad(¢)
e dato che sappiamo che ¢, ¢ non degenere si trova la segnatura di ¢, (con Jacobi) e,
per la teoria, sappiamo che o(¢) = o(¢|,) + (0,0,dimRad(¢)) (se V = A @&+ B allora
o(6) = o(d1,) + o(08)).
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26.4 Esercizio 4
Sia V' uno spazio reale e sia ¢ € PS(V) definito da

1 1 0 2
1 2 -1 0
A= 0 -1 1 1
2 0 1 1

in una certa base. Determinare ().

Soluzione: Utilizzando il metodo di Jacobi consideriamo la bandiera Span(ez) C Span(es,es) C
Span(ea, es,e4) C V: otteniamo

det(2) =2 >0
2 -1
det <_1 1 > =1>0
2 -1 0
det| -1 1 1] =-1<0
0 1 1
1 1 0 2
1 2 -1 0
det 0 -1 1 117 -1<0
2 0 1 1
Scrivendo i segni in una sorta di stringa otteniamo
+ + - -
ovvero sgn(mi) = 1 (che va ad aggiungersi ad eventuali conti che faremo con i4(¢)) e

possiamo contare due permanenze e un cambio di segno: si ha quindi che i, (¢) =14+2=3
(uno & dato da sgn(my) =1 e laltro dalle permanenze) e che i_(¢) = 1 (che & il cambio di
segno): la segnatura ¢ cosi o(¢) = (3,1,0).

26.5 Esercizio 5

Sia (6(R), K3) lo spazio delle matrici 2 x 2 a traccia nulla con la forma di Killing (definito

in 20.4). Sia
1 0 0 1 0 0
B_{h_(o 1)’””_(0 0)“”‘(1 0)}
una base di Gly(R). Determinare I'indice di Witt di K.

Soluzione: La matrice della forma di Killing in questa base e

8 0 0
0 0 4
0 4 0

come visto in 20.4. Notiamo che, per quanto visto a teoria, 'indice di Witt di K5 ha la
proprieta

dimV 3 <9
2 2

(la dimensione del radicale & ovviamente 0 in quanto il prodotto scalare di sopra & non
degenere) e allora W (K3) <1 (quindi o & zero o & 1). Di contro, notiamo che considerando
Span(x) si ha che

W(K>) <

Kao(A, pr) = AuKs(z,2) = 0

ovvero Span(z) C CI(K3): abbiamo quindi trovato un sottospazio di dimensione 1 all’in-
terno del cono isotropo e date le premesse di prima, si ha necessariamente che W (K3) = 1.

Osservazione: possiamo decomporre Gl come

Sly = Span(h) & Span(z,y)
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dove Span(h) ¢ la parte anisotropa, e infatti
Ks(h,h) =8+#£0

e Span(z,y) & un piano iperbolico, infatti & non anisotropo in quanto contiene x, & non
degenere in quanto la matrice che rappresenta K» ristretto a questo sottospazio e il minore

2% 2
0 4
4 0

che ha rango 2, e infine dimSpan(x,y) = 2.

26.6 Indice di Witt della forma di Killing

Consideriamo lo spazio (&I, (K), K,,) definito in 20.4. Ricordiamo che dim(&l,) = n? — 1.
Eslcudiamo in primo luogo il caso in cui n sia primo e charK = n: in questo caso infatti
K, =0.
Consideriamo

B = {EQQ — E117 ey E,n — E11, E12, .E217 ey Eij7 Ej’i}

con i < j: otteniamo una base di &I, (K), infatti i primi elementi sono n— 1 mentre i restanti
sono @ coppie: in totale abbiamo n(n — 1) +n — 1 =n? — 1 = dim(&1,(K)). Come &

fatta la matrice associata a K, in tale base? Ricordando che K, (A, B) = 2ntr(A, B) si ha
che

2
2
0 1
MB (Kn) =2n 1 0
0 1
1 0
Dove ricordiamo che
0j#h
Eij - Epg = ! #
Ei, j=h

e quindi i primi n — 1 elementi sulla diagonale sono effettivamente 2ntr((Exr — E11) - (Frk —
Ell)) = 2n(t7"(Ekk . Ekk) — Qt?"(Ekk . Ell) + tT’(Ell . Ell) = 2n(tr(Ekk) -0+ tr(Ell)) =
2n(1+1)=2n-2.
Sappiamo dalla teoria che
dimV n?—1

2 2
in quanto il prodotto scalare ¢ non degenere. Consideriamo lo spazio Span(E; ;) (coni < j):
notiamo che ogni matrice di questa & forma ¢ isotropa, in quanto Fj; - F;; = 0 e inoltre ogni
matrice & ortogonale a tutte le altre in quanto

W(K,) <

quindi il prodotto o & 0 (e quindi la traccia ¢ 0) o ¢ la matrice E;;: ma questa matrice non
puo essere diagonale in quanto ¢ < 7 = h < k e quindi ha traccia nulla. Ne consegue che

Span(E;;) C CI(K,). Dato che questo spazio ha dimensione @ (sono gli elementi sopra

la diagonale) si ha che W (K3) > % (dato che la restrizione di K, a quel sottospazio &
nulla si ha che o I'indice di Witt ¢ uguale alla dimensione di quel sottospazio o ¢ maggiore).
Si ha quindi una doppia disuguaglianza che limita l'indice di Witt di K,:

— 2 _
n(n2 1) <W(K,) < n . 1

In generale I'indice dipende fortemente dalle caratteristiche del campo K.
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26.7 Esercizio 6
Sia K = [F3 e sia V = F3. Definiamo ¢ € PS(V) con la matrice

1 00
01 0
0 0 1
1
su una qualche base B. Dopo aver mostrato che v = | 1 | & isotropo determinare I’indice

di Witt di ¢.

Soluzione: Notiamo in primo luogo che ¢ € non degenere. Mostriamo che v & isotropo:
banalmente

1 0 0\ /1 1
dw,v)=(111)[0 1 of[1]=011)f1]=3=0
00 1) \1 1

Consideriamo ora H = Span(ey,v): questo sottospazio ¢ un piano iperbolico in quanto ha

dimensione 2, v € isotropo e
11
Mierny = (1 0>

ha rango massimo. Dalla teoria sappiamo che V = H®+ H+: H+ ¢ 1o Span di un vettore che
0

& ortogonale sia a v che a e;, ad esempio possiamo prendere H+ = Span(| 1 |). Notiamo
-1

ora che ¢, ¢ non degenere (infatti basta vedere che non ¢ isotropo, avendo dimensione 1):

10 0\ /0 0
ol 1|, {1 h=01-1f{0o 1 of[1]=01-1)(1]=141=2+#0
-1} \-1 00 1) \-1 -1

Ma allora V = H @+ H* & una decomposizione di Witt di V rispetto a ¢. Possiamo quindi
concludere affermando che W (¢) = #{piani iperbolici nella decomposizione di Witt} = 1.

26.8 Esercizio 7
Sia V' = R* spazio reale e sia ¢ € PS(V) definito dalla matrice

0 0 -1 0
0 1 -1 0
-1 -1 -2 1
0 0 1 1

i) Calcolare o(¢).

i1) determinare il completamento non degenere di W = Span(ei,es) e usare questo per
calcolare o (¢, ) e W(®).

iii) determinare le possibili segnature di ¢, con U sottospazio di V.

Soluzione: i) Consideriamo ¢|Span<e2 e la matrice associata e

1 0
M{Span(ez,e4)} = (0 1>

notiamo che ¢ definito positivo. Di conseguenza iy (¢) > 2. Consideriamo invece il sotto-
spazio Span(ez): ¢ (Span(es)} © definito negativo (la matrice associata ¢ il solo numero -2):
questo ci dice che i_(¢) > 1. Notiamo inoltre che

0 0 -1
0 1 -1
-1 -1 -2
0 0 1

0 1 0 1
det =—det -1 -1 1 (det< >)1<0

0 0 1 0 1

-0 O
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Questo ci dice che ¢ ¢ non degenere e che i = 1(mod2), infatti sappiamo che esiste una
base ortonormale in cui la matrice associata a ¢ ¢ diagonale e ha soli 1 e -1 sulla diagonale:
dato che il determinante & dato da (—1)~(#) (prodotto degli elementi sulla diagonale) ed &
in questo caso negativo, deve essere i_(¢) dispari. Si ha cosi che la segnatura ¢ per forza

o(¢) =(3,1,0).

i) W = Span(ey, e2) = Span(e1) & Span(ez) in quanto la matrice associata a ¢y, ¢

0 0
My, = (0 1)

(prime due righe e prime due colonne della matrice). Notiamo che Span(e;) C CI(¢) (e
anche Span(e1) C Rad(¢y, )) e che ¢ & definito positivo. Per costruire un comple-
tamente non degenere di W, procediamo come si € visto a teoria: dobbiamo determinare
un w € W non ortogonale a e; ma ortogonale a ey (rifacendoci alla teoria si avrebbe
Rad(¢),, ) = Span(e1), U = Span(ez), Z = Span(ez) e dp = w). Imponiamo le condizioni

x
di ortogonalita: sia w = Z , si deve avere
t
0o 0 -1 0 1 0
0 1 -1 0 0 0
d(w,e1) = (xyzt) 1 -1 -2 1 0 =(zyzt) 1 =—2#0=2#0
0 0 1 1 0 0
e
o 0 -1 0 0
0 1 -1 0 1
p(w,e2) = (zy z1) -1 -1 -2 1 0
0 0 1 1 0

Possiamo quindi ad esempio prendere come w il vettore w =

=(zyzt) )yz0:>yz
0
1
1 . Il completamente non
0

degenere di W & dunque il sottospazio W = Z & Hj, = Span(es) ®* Span(e;,w) (notiamo
che abbiamo finito in quanto Rad(¢),, ) aveva dimensione 1, altrimenti, se avesse avuto di-
mensione s, avremmo dovuto iterare il procedimento s volte).

Ora, chi ¢ o(¢,)? Notiamo che ¢(Span(ez)) > 0 e quindi contribuisce con un segno +1,
mentre Hy = Span(e;,w) & un piano iperbolico e quindi, per la teoria, contribuisce con
un +1 e un -1: la segnatura e cosi a(qb‘w) = (2,1,0). Notiamo inoltre che da qui ottenia-
mo la stessa segnatura di prima per V, infatti sappiamo che o(¢) = o(¢) ) + a((b‘WL) =
(2,1,0) + cr((b‘w , ). Dato che il determinante della matrice che rappresenta ¢ ¢ negativo,
come prima, i_(¢) deve essere dispari e quindi 'unica cosa che pud aumentare per far si che
la somma arrivia 4 e it: (@, ) = (1,0,0) = o(¢) = (2,1,0) + (1,0,0) = (3,1,0).
Troviamo ora W (¢): notiamo che V = W @&+ W+, che possiamo riscrivere come V =
Span(ez) &+ Span(er,w) @+ W+ = (Span(es) @+ W) @t Span(w,es). Notiamo che
qb|szmm(62)®lv.vL ¢ definito positivo in quanto ¢(ea,es) > 0 e abbiamo appena dimostrato che

U(¢\W . ) =1(1,0,0): quindi, essendo K = R definito implica anisotropo e dunque abbiamo
trovato una decomposizione di Witt di V, dato che (Span(es)®+ W) & la parte anisotropa e
Span(ey,w) & un piano iperbolico: sappiamo che W (¢) = #{piani iperbolici nella decomposizione}+
dimRad(¢) =

i44) Sia U C V. Sappiamo dalla teoria che it (¢y) < iy(¢) =3 e chei_(¢v) <i_(¢) =1.

Assumiamo dimU = 3: le possibilita teoriche sono o(¢|,) = (3,0,0), o(¢,) = (2,1,0),
0(¢\U) = (2a07 1)7 0(¢\U) = (L 1, 1)7 0(¢\u) = (1a072)7 0(¢\u) = (Oa 172) o U(¢\u) = (0a073)
Osserviamo subito che I'ultimo caso NON ¢ possibile, si avrebbe altrimenti che ¢, =0 e
cio viola il fatto che abbiamo trovato nel punto i) per cui W(¢) = 1.

Anche i casi 0(¢),) = (1,1,1), o(¢),) = (1,0,2), o(¢|,) = (0,1,2) possono essere esclusi,
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infatti prendendo un completamento non degenere di U si avrebbe che nella decomposizione
di V verrebbe aggiunto un piano iperbolico e quindi 'indice di negativita aumenterebbe di
1.

Il caso o(¢),) = (2,1,0) ¢ quello che abbiamo trovato con il completamento non degenere
di W nel punto ).

Il caso (¢, ) = (3,0,0) ¢ il sottospazio ortogonale ai vettori definiti negativi, di cui abbiamo
solo ez e quindi U = Span(es)= .

Infine il caso o(¢|,) = (2,0, 1) & possibile considerando U = wtaetw.

Assumiamo dimU = 2: le possibilita teoriche sono o(¢|,) = (2,0,0), o(¢),) = (1,1,0),
0(¢\U) = (1’07 1)7 O'((b\u) = (Oa L, 1)7 U(¢|U) = (07072)'

Come prima, gli ultimi due casi sono impossibili in quanto un completamento non degenere
di U genererebbe un piano iperbolico che aumenterebbe I'indice di negativita.

Il caso o(¢,) = (2,0,0) & banalmente W L @ Span(es).

Il caso o(¢,) = (1,0,1) & proprio W.

Il caso o (¢}, ) = (1,1,0) ¢ il piano iperbolico trovato nel punto ii): U = Span(e;, w).

Assumiamo dimU = 1: le possibilita teoriche sono o(¢|,) = (1,0,0), o(¢),) = (0,1,0),

a(¢),) = (0,0,1). Tutte e tre le segnature sono possibili: la prima ¢ realizzata da Span(ez),
la seconda da Span(es) e la terza da Span(ey).

26.9 Esercizio 8

Sia V' = R? spazio reale e sia ¢ € PS(V) definito dalla matrice
1 2 3
2 2 -1
3 -1 1

i) Calcolare o(¢) e la decomposizione di Witt di V rispetto a ¢.

Soluzione: Per calcolare la segnatura possiamo utilizzare, come gia fatto altre volte, il metodo
di Jacobi. Notiamo infatti che

det(1)=1>0
1 2
det<2 2>=—2<0
1 2 3
det{2 2 —-1]=-33<0
3 -1 1

Sappiamo quindi che i_(¢) = 1(mod2) in quanto il determinante della matrice che rappre-
senta ¢ & negativo (ovvero o ¢ 1 o & 3). Dato che ¢’¢ almeno una permanenza si puo affermare
che o(¢) = (2,1,0).

Per quanto riguarda la decomposizione di Witt, sappiamo innanzitutto che Rad(¢) = {0}
e quindi una decomposizione di Witt di V & del tipo V = A @+ H dove H ¢ un piano
iperbolico e A ¢ anisotropo. Basta quindi trovare un piano iperbolico dentro V' e abbiamo

x
finito: imponiamo la condizione di isotropia, sia v = | y | allora
z
1 2 3 T T+ 2y+ 3z
pv,v)=(zyz)|2 2 -1 yl=(@yz)|2c+2y—2z| =
3 -1 1 z 3z —y+=z2

=22+ 2zy+3z2+20y+ 2y —yz+ 3z —yz+ 22 =22 + 2% + 22 + 4oy + 622 —2yz =0
Quindi ogni vettore isotropo rispetta 1’equazione di sopra. Prendiamo ad esempio z = 1,y =
0 e otteniamo 22 4+ 6z + 1 = 0 che ha soluzioni z = —3 + 21/2 (ne scegliamo una delle due):
si ha quindi che il vettore
1
v = 0
—3+2V2
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¢ isotropo. Basta ora trovare un vettore non ortogonale a v e abbiamo finito: imponiamo la
condizione di "non”-ortogonalita:

1 2 3 T T+ 2y + 3z
(10 —3+2v2) |2 2 —1||y|l=00 —3+2v2)[20+2y—2] =
3 -1 1 z 3z —y+=z2

=242y +32+ (=34+2V2)Bx —y+2) = (-8 +6V2)z + (5 — 2V2)y + 2v22 £ 0
Scegliamo ad esempio x =1 e y = 3 e otteniamo

7
—8+6\f2+15—6\/§+2\/§z750<:>7+2\/§z;é0<:>z7é—2—\@

Si ha quindi che ad esempio il vettore

1
w=| 3
_T_
2v2
non e ortogonale a v e che quindi il sottospazio Span(v,w) € un piano iperbolico. Conclu-
diamo quindi con la decomposizione

V = Span(v,w) &+ Span(v,w)*
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27 Esercitazione 16-05-2021

27.1 Nota su endomorfismi e aggiunti

Sia V' uno spazio vettoriale dotato di un prodotto scalare ¢ non degenere e siano U, W C V
due sottospazi supplementari, ovvero tali per cui W @ U = V. Allora esiste una mappa di
proiezione my : V. — V che associa a v = u+w il vettore w € W. Consideriamo 7*, ovvero
I’aggiunto di m: vogliamo capire chi e. Notiamo che ogni proiezione gode di una proprieta
importante: 7%, = m, infatti 73, (v) = Tw(Tw (v)) = Tw(Tw(u + w)) = T (W) = w e
dato che my € un endomorfismo, il suo polinomio minimo sara t> — ¢ e quindi possiamo
scomporre V come somma diretta di autospazi. Consideriamo allora (j;,)? = (73,)* = 7}y
anch’esso & un endomorfismo che gode della stessa proprieta di 7y : si ha la decomposizione
di Fitting (vedi sezione 16.5) V = Kernjy, @ Imm};,. Ci basta allora determinare Kernjy, e
Immyy,. Sia x € Ker(myy, ), allora ), () = 0: su ¢ si ha che Vo € V ¢(v, mjy,(z)) = 0 = Vv
d(mw (v),z) =0 < z € Im(my)t = W, Quindi il Ker dell’aggiunto ¢ 'immagine della
mappa (di cui si sta facendo 1’aggiunto) ortogonale.

OSSERVAZIONE: Non abbiamo sfruttato il fatto che ’endomorfismo in questione fosse
proprio my: la stessa dimostrazione vale anche per un generico endomorfismo g: Kerg* =
Imgt e Kerg™ = Img*.

27.2 Esercizio 1

Sia V = Ry[x] e sia ¢ € PS(V) definito da ¢(p, q) = ac — (a8 + ab) + 2b5 + (¢ + by) dove
p=azr?+br+ceq=ax?+ Br+1. Sia f € End(V) definito dalla derivata f(p) = D(p).
Determinare I'aggiunto di f rispetto a ¢, il suo nucleo, la sua immagine e verificare cio che
si ¢ dimostrato nella nota precedente.

Soluzione: Consideriamo la base B = {z?, z,1} e determiniamo la matrice Mp(¢): troviamo
tutte le entrate facendo i 9 prodotti scalari... ci fidiamo dai!

1 -1 0
Mp(@)= -1 2 1
1 0

Troviamo ora invece la matrice associata a f nella base B: anche in questo caso ci fidiamo
e otteniamo che

Per quanto visto a teoria possiamo trovare M }33 (f*): sappiamo infatti che
B

ME(f*) = Mp(¢) "M (f) " Mp(6)

Ci basta quindi trovare Mp(¢)~!: anche qui ci fidiamo di Collari e si ha che

Otteniamo che la matrice ME(f*) non & nient’altro che

10 1 0 2 0 1 -10 -2 4 2
ME(fy=(o o 1]-{o0 1]-{-1 2 1]=]0 00
11 -1 00 0 0 1 0 -2 5 2

Notiamo che rnk(ME(f*)) = 2 in quanto ha una riga nulla e le altre due non sono I'una
multipla dell’altra. Si ha quindi che dimKer(ME(f*)) =3 —2 =1 e che un generatore del
nucleo di f* & ad esempio il polinomio

1
[ 0 ] = 2% +1 <= Ker(f*) = Span(z® + 1)
1/ 1B
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Per quanto invece riguarda I'm f* si ha che ogni polinomio appartenente all’immagine & del
tipo

-2 4 2 a —2a +4b+ 2¢
[ 0 0 O b ] :[ 0
5 2 B

-2 c —2a + 5b + 2¢

= (—2a + 4b + 2¢)z* — 2a + 5b + 2c
B

Notiamo che dato che I'mf* ha dimensione 2, ci basta trovare due polinomi che si possono
scrivere in questa forma linearmente indipendenti. Notiamo pero che i due coefficienti non
dipendono 'uno dall’altro, ovvero che al variare di a,b e ¢ in R le due espressioni possono as-
sumere tutti i valori diversi che vogliamo, infatti se fissiamo h € R si ha che —2a+4b+2c = h
= —2a 4+ 5b+ 2c = —2a + 4b+ 2¢ + b = h + b che, al variare di b, puo assumere qualsiasi
valore di R. Possiamo quindi concludere affermando che una base di Im(f*) ¢ {2%,1} ovvero
Im(f*) = Span(z?,1).

Verifichiamo ora che Kerf = Im(f*)*. Notiamo che Kerf = Span(1), infatti solo le
costanti vengono mandate a 0 quando derivate. Mostriamo che 'ortogonale all’immagine di
f* e proprio Kerf. Ci basta verificare 'ortogonalita sui generatori: imponiamo dunque la
condizione di ortogonalita:

¢(ax® +bxr +c,2%) =0
d(ax® +br +¢,1) =0

1 -1 0 1 1 -1 0 0
(abe)[-1 2 1 0] =a—-0=0 (abe)| -1 2 1 0] =b=0
0 1 0 0 0 1 0 1

dunque abbiamo effettivamente fatto vedere che 1 & un elemento contemporaneamente
ortogonale a x2 e a 1.

27.3 Esistenza e unicita della radice quadrata di una matrice sim-
metrica

Sia A € S(n,R) definita positiva (ovvero Vo € R"/{0} si ha che " Az > 0), allora esiste
un’unica matrice S € S(n,R) tale per cui S? = A (si dice che S ¢ la radice quadrata di A).
Notare che se n = 1, allora A = («) (che & una copia di R) e dall’essere definita si ha che
a > 0 (ovvero & una copia di R>?) che, come sappiamo, ammette una radice quadrata.

Dimostrazione. (Esistenza): Dal teorema spettrale reale, esiste P € O(n,R) tale che PT AP =
D, con D matrice diagonale (sulla diagonale ci sono gli autovalori di A). Tutti gli autovalori
di A devono essere positivi, altrimenti il prodotto scalare associato ad A avrebbe segnatura
diversa da (n,0,0). Quindi D ha la forma

M

A
A2
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dove ci sono ma(A;) A\; (con ma(A;) la molteplicita algebrica dell’autovalore i); inoltre ogni
A; > 0. Definiamo ora la matrice D’ come segue

o

Vs

Notiamo che (D)2 = D, infatti il prodotto di due matrici diagonali & una matrice diagonale
e ogni entrata & il prodotto delle corrispondenti entrate. Definiamo dunque S come S =
PTD'P e otteniamo che S? = (PTD'P)?2 = PT(D')?P = PTDP = A, ovvero che S & la
radice quadrata della matrice A.

Dimostrazione. (Unicita): Notiamo che per decomposizione primaria, possiamo scrivere R™
come somma diretta degli autospazi

R"= P Vi(4)

AESP(A)

(con A > 0). Se restringiamo A a Vy(A), si ha che A, ) = Al,. Sia T € S(n,R) tale
che T? = A (esiste per quanto detto prima), allora T|2V o = Al,: da quest’informazione
A

ricaviamo che N(TM( A))\xQ — A e in particolare T‘VA (4, € diagonalizzabile. Ricordiamo pero
che T & definita positiva e quindi tutti i suoi autovalori sono positivi, ovvero il polinomio
minimo non puo contenere nella sua fattorizzazione radici negative: dato che 2 — \ = (z —
V) (z 4+ V) e che —v/A < 0, Punico autovalore possibile & v/, ovvero sp(T‘VA(A)) ={VA}
= /A(TM(A)) =z — /X e quindi la matrice Tjy, (4 ¢ della forma T}, = VM,,. Notiamo
inoltre che T-A=T-T?=T3=T?.-T =A-T, ovvero A e T commutano, ma allora per
quanto visto a teoria gli autospazi di A sono T-invarianti.

Possiamo concludere dicendo che se esistessero due matrici simmetriche 7" e S tali per cui
T? = §%2 = A, allora T = S in quanto dovrebbero coincidere su tutti gli autospazi in cui
si spezza R™ per decomposizione primaria (abbiamo trovato esplicitamente la forma che
assumono queste matrici).

27.4 Decomposizione polare

Sia A € GL(n,R), allora esiste unica una coppia (P,S), con P € O(n,R) e S € S(n,R)
definita positiva, tale per cui A = P -5 (SLOGAN: Ogni matrice invertibile si spezza come
prodotto di una matrice ortogonale e di una matrice simmetrica definita positiva).

Dimostrazione. Ci conviene, in questo tipo di esercizi, partire dalla fine: se effettivamente
esistono due matrici come nell’ipotesi tali per cui A = P - .S, allora S, essendo definita posi-
tiva, & anche invertibile (& simile a una matrice diagonale con sulla diagonale solo autovalori
positivi, Esercizio 5 dell’Esercitazione del 21/12/2021); ma allora P = A - S~!, ovvero P ¢
univocamente determinata da S: notiamo che questo in parte risolve il problema dell’unicita,
infatti, una volta dimostrata 'unicita di S, segue immediatamente anche 'unicita di P.
Sappiamo inoltre che P & ortogonale, ovvero ¢ una matrice con la proprieta particolare di
avere l'inversa e la trasposta coincidenti. Se allora consideriamo ’espressione A" - A, vedia-
mo che AT-A=8T.PT.P.S =52 ovvero S, se esiste, & una sorta di radice quadrata di
AT . A (cosa che avrebbe senso dire in quanto A" - A & simmetrica): ci manca da verificare
se AT - A ¢ definita positiva:

AT Az =(A-x2)" - (A-2)=]|A-2|?>0

e in particolare si ha uguaglianza se e solo se = 0; dunque AT - A ¢ definita positiva.
Possiamo quindi affermare che, se esiste, S ¢ LA radice quadrata di AT - A.
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Ripercorriamo quanto detto finora in maniera deduttiva: consideriamo la matrice AT - A,
notiamo che essa & simmetrica e definita positiva e quindi, per quanto visto nell’esercizio
precedente, essa ammette un’unica radice quadrata (che & simmetrica, definita positiva e
invertibile), che chiamiamo S. Definiamo ora P come la matrice P = A - S~!: se per puro
caso P fosse ortogonale avremmo finito. Verifichiamo l'ortogonalita di P:

P.PT=A-8YH.(4.5HT=4.51.(sHT.4T=4.571.(8T)71.AT =

—A- S8 AT =A(SH T AT=A4- (AT - A1 AT=4.4"1. AN 1. AT =1,

ovvero PT = P!, che ¢ la definizione di matrice ortogonale.

27.5 Esercizio 2

Siano A, B € S(n,R) con A definita positiva (ricordare che a ogni matrice simmetrica & as-
sociato un prodotto scalare ¢, quindi in questo caso abbiamo due prodotti scalari, associati
rispettivamente a A e a B, che chiamiamo ¢4 e ¢p). Si dimostrino i seguenti fatti:

i) A- B & diagonalizzabile

i1) iy (pp) = #{\ € sp(A - B) positivi contati con molteplicitd} e che i_(¢p) = #{\ €
sp(A - B) negativi contati con molteplicita}

ACHTUNG! 1l prodotto di due matrici simmetriche non & necessariamente una matrice
simmetrica; citando testualmente Collari: ”Io vi consiglio di andare, ci son diversi tatuatori
qui vicino, e di tatuarvelo qua, perché ¢ una cosa su cui, credetemi, nella vostra vita cadrete
infinite volte. A un certo punto della vostra vita voi vedrete il prodotto di due matrici
simmetriche e direte Ah, & simmetrico... No. Mai. Non ¢& vero. E falso” (La battuta, il
grande ridere, la simpatia, I'umorismo, la comicita odierna, la risata, l’ilarita, la burla, la
celia, la beffa, la ludrica affermazione, lo spasso, il divertimento, ’arguta ironia, la conia, il
dileggio, l'irrisione, la spiritosaggine, lo svago, la corbellatura, il giuoco, ’amenita, lo scher-
no, la facezia, il frizzo, la piacevolezza, la briosita, il motteggio, la beffardaggine, la sagacia,
I'intrattenimento).

Ruzzini a parte, in generale ¢ vero che il prodotto di due matrici simmetriche & simmetrica
se e solo se le due matrici commutano.

Dimostrazione. i) Dal fatto che A sia simmetrica e definita positiva, segue l'esistenza della
radice quadrata: 35 € S(n,R) definita positiva tale per cui S? = A. Segue quindi che
A-B=S?.Bequindi S'-A-B-S=5-B-S. Notiamo che S- B - S & simmetrica,
infatti (S-B-S)T =87 .-BT.ST =5.B-S (sono tutte simmetriche): ma allora per il
teorema spettrale reale ¢ diagonalizzabile. Notiamo che A - B ¢ allora simile a una matrice
diagonalizzabile, ed € quindi anch’essa diagonalizzabile in quanto la diagonalizzabilita ¢ un
invariante per similitudine.

i1) Abbiamo osservato che A - B ¢ simile a S - B - S e in particolare, quindi hanno lo
stesso spettro. Dato che S - B - S ¢ simmetrica, esisterd un prodotto scalare ¢ € PS(R"™)
nella base canonica Can = {e1, eq, es} tale per cui Moan(¢) =S - B - S, che per semplicita
chiamiamo ¢g.5.s. Ma allora, dato che i;(¢s.5.5) ¢ legata agli autovalori della matrice (in-
fatti essendo simmetrica & diagonalizzabile e sulla diagonale compaiono tutti gli autovalori)
e gli autovalori di S - B - S sono, per quanto detto poco fa, gli stessi di A - B, si ha che
it+(¢ps.B.s) = #{X € sp(A - B) positivi contati con molteplicita}. Notiamo pero che anche
S & simmetrica, quindi S-B-S =S" -B-S, ovvero Be S' - B- S sono congruenti e in
particolare ¢g.5.s € ¢p sono isometrici: dato che le isometrie preservano la segnatura, si
deve avere che iy (¢s.5.5) =iy (¢p).

Possiamo fare un analogo discorso per quanto riguarda l'indice di negativita.

27.6 Esercizio 3

Si mostri che se M ¢ diagonalizzabile, allora 3A, B € S(n,R), con A definita positiva, tali
per cui M = A- B.
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27.7 Esercizio 4

Si dimostri che A € M(n,C) ¢ normale <= 3U € U(n) (gruppo matriciale unitario classico)
tale che UT - A-U = D, con D matrice diagonale.

Dimostrazione. Osserviamo subito che A € M(n,C) e che dunque & unitariamente trian-
golabile (C & algebricamente chiuso e quindi il polinomio caratteristico di A si scompone
in fattori lineari: questo ci assicura la triangolabilita... inoltre esistera una base B la cui
bandiera ¢ A-invariante: dato che Gram-Schmidt rispetta le bandiere, possiamo ottenere
una base unitaria). Dimostriamo ora le due frecce:

(=) Supponiamo A normale, allora per definizione A - A* = A* - A, dove A* & 'aggiunta
di A. Per quanto detto sopra 3U € U(n,C) tale per cui U - A-U = T, con T triangolare.

Valutiamo il prodotto TT T
T T -AT) U AT)=UT-A T-UT-AT
Ora, si ha che U -U" = I, in quanto U € U(n,C) che per definizione & I'insieme delle
matrici che hanno per inversa la loro coniugata trasposta. Quindi
T T=U"- A AT
Ma per quanto visto a teoria ZT = A* e per ipotesi le due matrici commutano!

1

T . T=UT-A-A .U=UT-AUT-U "4 . U=UT-A-T-UT- A .U=T-T"

e dunque anche T & normale (commuta con il suo complesso coniugato). Ma T ¢ triangolare,
cioe ¢ della forma

Z11 k12 ... . Z1n

0 20 - - 29
=10 o

0 0  zun

=T
dunque come & fatta 1" 7 Avra la forma

zin O 0o ... 0

Zi2 222 O

Z1n  22n .- Znn

Consideriamo allora il prodotto T - T': chiad esempio (T - TT)H? Notiamo che

Z11
Z12
7T . n
(T-T )1 = (211 Z12 .. ... Zln)' D = ruzintre ze e 2 2 = Z |214]?
. i=1
Zin,
. . N =i
Per ipotesi questo & uguale a (T - T)11:
211
0
I - N
(T . T)11 = (211 0 0 . O) . 0 = Z11 * 211 = |211|2
0
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= |zn1|* = Y [211? da cui .1, 215/ = 0 e visto che & somma di quantita positive o
nulle, 'unica possibilita & che siano tutti uguali a 0, ovvero z;, = 0 Vi = 2,...,n. Ragionan-
do analogamente per tutti gli altri elementi della diagonale otteniamo che T & una matrice
diagonale, il che dimostra la tesi.

(«<=) Ci basta mostrare che A commuta con la sua aggiunta, ovvero con la sua traspo-

sta coniugata. Dal fatto che UT - A-U = D, otteniamo A = (UT)™'- D T dato che U &
—T — — —

una matrice unitaria U = U~! e quindi U LoUT e U1 =Uquindi A=U-D-UT.

Troviamo allora un’espressione per A :

J— 771— PR — —_— —— —
AT:(U.D.UT) :(U.D.UT)T:U.DT.UT:U.

D-U"

Ci basta allora mostrare che A e ZT commutano:

AA =U.D.UT-UD-UT =U-D-D-U' =U-D-D-U" =U-D-UT-U-D-U =4 -A
dove abbiamo sfruttato il fatto che due matrici diagonali commutano.

Osservazione: Sia A € M(n,R) C M(n,C), cioé una matrice a coefficienti reali che con-
sideriamo a coefficienti complessi. Se A & normale, ovvero A- AT = AT - A (il coniugato

possiamo anche non metterlo in quanto i coefficienti sono reali) e triangolabile, allora A &
simmetrica e dunque diagonalizzabile.
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28 Esercitazione 18-05-2021

28.1 Esercizio 1

Sia A = {p € R[z]|p(0) = 3} l'insieme dei polinomi a coeflicienti reali che valutati in 0
danno come risultato 3 e sia V' = R[z] lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti in R.
Definiamo un’operazione

x:AxV —A (PQ)—PxQ=P+2Q

Si mostri che A, dotato dell’operazione * € uno spazio affine su V.

Soluzione: Notiamo innanzitutto che 'operazione * & ben definita, ovvero che 'immagine
della coppia (P, Q) sta effettivamente in A:

(P +2Q)(0) = P(0) + 0= P(0) = 3

ed effettivamente P 4+ x@Q € A V@ € V. Mostriamo ora le due proprieta che caratterizzano
gli spazi affini:

7associativita”: Sia P € A e siano @, R € V, allora

(P+xQ)*R=(P+2Q)*R=P+2Q+sR=P+x(Q+R)=Px*x(Q+R)

esistenza e unicita del vettore congiungente: Siano P,Q € A distinti, allora (P — @)(0) =
P(0) — Q(0) =3 —3 =0, ovvero 0 & radice del polinomio P — Q. Dal momento che P # @,

z|(P — Q): definiamo allora ]@ come ]@ = %: notiamo che & tutto ben definito e che
questa quantita € un polinomio. Mostriamo che & il vettore congiungente:

- P
Questo dimostra che A dotato di * e uno spazio affine su V.
28.2 Esercizio 2
Sia A =V = R? e si consideri l'insieme E := {x —y + 2 = 0}, munito dell’operazione
x: EXR—F, ((z,9),t)— (x+t,g+1)

Si mostri che F & un sottospazio affine di A.

Bl x-ytes o}

Dimostrazione. Mostriamo che & un sottospazio affine facendo vedere che esiste un punto P
di A tale per cui Ep & un sottospazio vettoriale di Ap. Scegliamo per comodita un punto
di quelli appartenenti a E (che sara la nostra origine per considerare E come sottospazio
vettoriale), ad esempio il punto (0, 2), e mostriamo che ogni combinazione lineare di elementi
di F centrata in (0,2) continua a rimanere dentro E (detto altrimenti, E' come sottospazio
vettoriale ¢ chiuso per combinazioni lineari). Mostriamo empiricamente con un esempio che
dati due punti di £ (distinti e diversi da (0,2)) allora una loro combinazione lineare con
centro in (0,2) da un elemento di Eg2): prendiamo ad esempio i punti (-2,0) e (—1,1)
(che appartengono a F) e mostriamo che una loro combinazione lineare con centro in (0, 2)
e un elemento di F: sia allora

1 1
9 '(0,2) (=2,0) +(0,2) 5 °(0.2) (-1,1)
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una combinazione lineare di elementi di Eq 2).

Per come & definito il prodotto affine per scalari, dobbiamo determinare in primo luogo il

vettore congiungente (0,2) e (—2,0) e il vettore congiungente (0,2) e (—1,1):

(0,2)(=2,0) = —2

in quanto, per come ¢ stata definita ’operazione su E, (0,2)(—2,0) & il numero che dobbiamo
aggiungere a entrambe le coordinate di (0,2) per ottenere il punto (—2,0) (e ovviamente

(0—2,2—2) =(—2,0)). Analogamente si ha che
0,2)(-1,1) = —1

Si ha cosi che

%-(0,2)(—2,0) = (0,2)*%(0,2)(—2,0; = (0,2)*%(—2) =(0,2)x(-1) = (0—-1,2—1) = (—1,1)

1 1 1 1 1 1
—- —-1,1) =(0,2)%=(0,2)(—-1,1) = (0,2)%=(—1) = (0,2)x(—=) = (0—=,2—=
2(0,2)( ; ) (7 )*2(> )( ; (> )*2( ) (7 )*( 2) ( 9’ 2)
Per trovare la somma basta ricordare che per definizione
—
Py +2) Po =Py %(0,2)
o
e quindi basta trovare (0,2)(—1, 2):
—_——
13 1
0,2)(—=,=)=—=
0.2)(-5.5) =3
e quindi
13 1 1 1 31
-1,1 ——,-)=(-11 —)=(-1-=1-2)=(—=, =
(“L,1) 402 (=5, 5) = (“L 1) (—3) = (-1 = 5, 1= 5) = (=5, 5)
e notiamo che questo punto appartiene a E in quanto
3 1
—— ——42=-242=
5 2+ + 0

Abbiamo quindi mostrato empiricamente che esiste una combinazione lineare di elementi di

E(0,2) che appartiene a F(q 3).

Mostriamo ora a livello generale che questa cosa ¢ vera: Notiamo innanzitutto che 0 2) =
(0,2) € E per scelta nostra. Dobbiamo far vedere che dati due punti qualsiasi di E' la loro
somma vettoriale centrata in (0,2) & un elemento di E e che il loro prodotto centrato in
(0,2) per uno scalare continua ad essere in E. Si considerino i punti Q1 = (z1,21 + 2) e

Q2 = (22,22 + 2) e siano Ay, Ay € R. Valutiamo

Ai *(0,2) Q; = (O, 2) * )\1(0, 2)(11, T, +2)= (0, 2) * (/\l:vl) = ()\1332, Aix; + 2)

quindi Aj -(g,2) Q1 = (A121, A\iw1 +2) e A2 -(0,2) Q2 = (AaT2, Ad2x2 + 2). La loro somma & per
definizione A1 -(9,2) Q1 +(0,2) A2 *(0,2) @2 = (M121, Miz1 +2) * (0, 2) (A2w2, A2wa + 25 e dato che

(0,2)(A2z2, Aoxo + 25 = Ao

si ha

A10,2) @1 +(0,2) A2 (0,2) @2 = (A121, Miw1 +2) % Aoz = (Mx1 + Aox2, M1 + Aox2 +2) € E

28.3 Esercizio 3

Sia A = {p € R[z]|p(0) = 3} l'insieme dei polinomi a coefficienti reali che valutati in 0 danno
come risultato 3 e sia V' = Ry[z] lo spazio vettoriale dei polinomi di grado minore o uguale

di 2 a coefficienti in R. Definiamo un’operazione

+:AXV —A (PQ—P+Q=P+2Q

Consideriamo E C A definito da E = {p € A|-Lp(0) = 2} = {az® + ba® + cx + 3,a,b,c €

R|c = 2} = {az® + bx?® + 2z + 3|a, b € R}. Mostrare che E & un sottospazio affine.
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Dimostrazione. Mostreremo che E & un sottospazio affine in diversi modi: partiamo dimo-
strando che E ¢ il traslato di un sottospazio di V. Notiamo che E = {az®+bx?+2z+3|a,b €
R}: gli unici parametri liberi sono i coefficienti di grado 2 e 3, potremmo dunque ipotizza-
re che un sottospazio di V che traslato ci da E & il sottospazio W = Span(z?,z): infatti
P+« W = P+ zSpan(2?,x) = P + Span(x3,2?). Dobbiamo allora verificare se un tale
P € F esiste o meno. Consideriamo allora un generico polinomio di E: esso ha la forma
P =az® 4+ bx?® + 22 + 3. Chi e S5 (E)? Per definizione

Sp'(E) = {PQIQ € E}

Fissato Q = ax3 + Bz 4 2z + 3, come ¢ fatto il vettore 1@? Per quanto visto nell’esercizio
1 di questa esercitazione F@ = % = (a —a)z? + (B — b)x € Span(x?,x). Quindi effetti-
vamente £ = P+ W.

Nota bene: in questo caso ci siamo complicati la vita, perché abbiamo voluto far vedere
che per ogni elemento P di FE si ha che P + W = Ej in realta basta mostrare che ne esiste
almeno uno! Quindi ci sarebbe bastato mostrare che E = 2x + 3 + Span(z?, z).

Secondo metodo) Mostriamo che esiste P € E tale per cui E C Ap & un sottospazio vetto-
riale. Consideriamo il pitt semplice P € E: P = 2x + 3. Facciamo vedere che E & chiuso per
combinazioni lineari e che contiene lo 0:

Op = P € E (lo abbiamo scelto proprio li).

Siano Q1,Q2 € E (diciamo Qi = a123 + a22? + 22 + 3 e Q2 = azx® + byz? + 22 + 3)
e siano A1, A2 € R: mostriamo la chiusura per combinazioni lineari. Consideriamo

M pQi+p AP Q2

studiamo ogni singolo pezzo:

— -2z -3
Al'le = 2$+3+>\1PQ1 = 2$+3+)\1¢621¢$ = 2x+3+)\1(a1x3+b1x2) = A1a1x3+)\1b1x2+2x+3
2z -3

% —
/\2~pQ2 = 2$+3+>\2PQ2 = 21’+3+)\2¢Q27

7

= 2x+3+)\2(a2x3+b2x2) = Moo+ Aoboz®+22+3
La somma risulta essere quindi
M opQr4pap Qo= arz® + b1z + 22 4+ 3+ Agasx® + Noboz® + 20 +3 — 22 — 3 =

= (/\1@1 + /\2&2)1‘3 + (/\1b1 + /\2b2)l‘2 +2xr+3€F

e questo dimostra che come sottoinsieme di Ap & un sottospazio vettoriale (e quindi affine
su A).

28.4 Esercizio 4

Siano E,F € A due sottospazi affini. Definiamo I'insieme PM(E,F) = {3P + 1Q|Q €
F,P € E} (notare che lespressione che definisce l'insieme ¢ una combinazione affine e
quindi & ben definita non dipendendo da nessun riferimento). Mostrare che PM(E, F) & un
sottospazio affine.

Dimostrazione. Mostriamo che e chiuso per combinazioni affini: si considerino & punti di
PM(E,F): My, Ms, ..., My, dove ogni punto ¢ definito come M; = %H + %Qi. Scegliamo k

scalari Aq, ..., Ay tali per cui >, ; A\; =1 e consideriamo la combinazione affine

k k k

k k
S AM=>" Az‘(%Pz’ + %Qz) =y %)\i-Pi + %)\iQi = %(Z AiP;) + %(Z AiQs)
i=1 i=1

=1 =1 i=1

Notiamo che Zle AiQ; € F in quanto € una combinazione affine di punti di F' ed equiva-
lentemente Zle A P; € FE in quanto ¢ una combinazione affine di punti di E. Ma allora,
per definizione di PM (E, F), 135, MP) + (X5, \iQi) € PM(E, F).
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28.5 Proiezione su un sottospazio affine rispetto a un sottospazio
vettoriale

Sia A uno spazio affine su V' con 'operazione + : A x V' — A. Si considerino due sottospazi
vettoriali U, W C V supplementari di V (V = U @ W) e sia E un sottospazio affine di A con
giacitura W. Consideriamo 7f : A — A che associa A 3 P+ 7 (P) € (P+U)NE, detta
proiezione su E rispetto a U. Mostriamo che 7 & ben definita, ovvero che (P+U)NE € A
contiene un solo punto.

Per quanto visto a teoria Giac((P + U) + E) D Giac(P + U) 4+ Giac(E). Per defini-
zione Giac(P + U) = U e Giac(E) = W, quindi Giac(P + U) + Giac(E) = V =
Giac((P+U) + E) =V = Giac((P + U) + E) = Giac(P + U) + Giac(E). Ma allo-
ra, per quanto visto a teoria, (P + U) N E # (. Vogliamo mostrare che questo punto &
unico: siano allora P;, P> € (P +U) N E: per definizione P; = Py + I?PI; dato che E ¢ un
sottospazio affine e P, € F, allora PoP; € Giac(E) = W, ma anche P 4+ U & un sottospazio
affinee P, € P+ U e dunque 172??1 € Giac(P+U) = U, ovvero Eﬁ e UNW = {0}, ovvero

P,P; =0, ovvero P; = P, il che mostra 'unicita.

Facciamo ora vedere che 7f/ ¢ una trasformazione affine, ovvero mostriamo che 7 con-
serva le combinazioni affini: siano Py, Py, ..., Py € A e siano Ay, ..., \x € K con Zle A = 1.
Dimostriamo che 7'('5(2?:1 ANiPy) = Zle \imE(P;). Definiamo Qo = 7 (Py) € EN(Py+U)
e quindi Jig € U tale per cui Qy = Py + ug. Fissiamo ora P € A: il vettore }? si decom-
pone in maniera unica come PyP = u+ w (con u € U e w € W), in quanto V & somma
diretta di U e W. Chi & 7wy (P)? Notiamo che Qo +w € E (w € Giac(E) e Qo € E), che
possiamo riscrivere come Qo +w = Qo +ug—ug+w = Fy+up+w=FPt+utw+uy—u=
P0+P?+(U0*U) =P+ (up —u) con ug —u € U: ma allora Qg +w € P+ U e quindi
Qo +w = 7f (P) (¢ 'unico punto di intersezione tra E e P+ U).

Per definizione di somma rispetto a P, si ha che Zle NP = Py + Zle )\im: ogni m
lo possiamo scrivere come somma tra un u; € U e un w; € W e quindi per quanto detto
sopra ﬂg(Zle \NiP;) = Qo+ Zle \iw;, dove w; = Qo (P;) e quindi Qo + Zle Aiw; =
Qo + Zle NiQomE (P;) = Zle Aimu (P;), che dimostra che ¢ una combinazione affine.
Mostriamo lo stesso risultato in un modo alternativo: facciamo vedere che 7f : Ap, —
AWE(P()) ¢ lineare.

—_— =
Additivita: Siano Ql,QQ S APO: per definizione Ql +p0 QQ = P() + P()Ql + P()QQ. Sia-
no uy,ue € U e wy,wy € W tali per cui Pp@Q1 = uy + wy e PpQo = us + wy —
Q1 +p, Q2 = Py + (u1 + u2) + (w1 + ws) e quindi 7f(Q1 +p, Q2) = Qo + w1 + wy =

Qo + Qo (Q1) + QOWU(QZS =715 (Q1) +x8(py) T (Q2)-

Omogeneita: Sia A € K e sia Q € Ap,: per definizione A -p, @ = Py + )\Poaz siano
orau € Uew € W tali per cui Poij = u + w, allora Py + /\Poij = F+Xu+ A w e
TG (A py @) = Qo + Mw = Qo + AQu7(F (Q) = A -25(qy) 75 (Q)-

28.6 Affinita e poligoni

Sia A = V = R? sul campo dei reali. Sia f € Aff(A), allora

- f manda rette affini in rette affini

- f manda semirette in semirette con punto iniziale in punto iniziale

- f manda segmenti in segmenti (ovvero manda lintersezione di due semirette nell’interse-
zione di due semirette)

- f manda poligoni in poligoni, mandando interno in interno e preservando l’ordine ciclico
dei vertici

- Tre punti A, B, C sono allineati se e solo se I\ € R tale per cui C = AB + (1 — A\)A. A&

detto rapporto semplice tra A, B e C; da questo AC = \MB — FIAF(C) = Mf(A)f(B)
<~ f(C)Y=Af(B)+ (1= )\)f(A), ovvero f preserva i rapporti semplici.

Fissiamo T e T’ due triangoli, ovvero due poligoni i cui vertici sono terne di punti non
allineati: allora esiste sempre un’affinitd che manda T in 7. Infatti, 3 punti P, Q.S non

allineati (che sono SEMPRE affinemente indipendenti, in quanto i vettori relativi P—g e ]@
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sono linearmente indipendenti) in uno spazio affine di R? formano un riferimento affine per
il piano e un’affinita & completamente determinata da dove mandiamo un riferimento affine.
Basta dunque mandare il riferimento affine di T" nel riferimento affine di 1" e ottenere che
f(T) = T'. Ma quante bigezioni possibili ci sono tra {P,Q,S} e {P’',Q’,5'}? Ce ne sono
3! = 6 e quindi esistono esattamente 6 affinita da T a T".

Se invece consideriamo due parallelogrammi, definiti dai quattro punti {Py, P2, P3, Py} €
{P{, P}, P}, P;}, dobbiamo ricordare che le affinita rispettano i parallelismi: se quindi man-
diamo, P; in PJ, P, in Py e P; in P}, allora necessariamente un’affinita manda Py in Pj.
Esiste quindi sempre un’affinita che manda un parallelogramma in un parallelogramma: in
particolare ne esistono 8 (basta scegliere i 3 vertici).

Se invece M e M’ sono due trapezi, ovvero due poligoni che hanno due lati paralleli e
quattro vertici, esiste un’affinitd che manda M in M’? La risposta ¢ no. Supponiamo che
esista un’affinita che manda i tre vertici { Py, P2, P3} nei tre vertici {P;, P3, P5}. Prendiamo
ora i due lati obliqui del primo e facciamoli incontrare in un punto @): P, P> e (Q sono un
riferimento affine di A. Consideriamo laffinitd di prima che manda Py in P| e P, in Pj:
dove manda Q7 Dato che @ sta nella parte esterna di M, anche f(Q) = @’ sta nella parte
esterna di M’. Osserviamo che mandando rette in rette, 'immagine di P, appartiene alla
retta tra Py e @ e nello stesso modo I'immagine di P; appartiene alla retta tra Pj e Q': ma
dato che le affinita preservano i rapporto semplici, la distanza QP; e la distanza Q) P3 stanno
in un certo rapporto che, teoricamente & uguale al rapporto tra Q'Pj e Q' Py e la distanza
QPy e la distanza QP; stanno in un certo rapporto che, teoricamente & uguale al rapporto
tra Q' Py e Q'Py.

1 Layer Layer1 m C &
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